


НЕДЕЛЯ ЗА НЕДЕЛЕЙ

2020



УДК 373.5:51
ББК 22.1я721
 Р59

Роганин, Александр Николаевич.
ЕГЭ. Математика : пошаговая подготовка / А. Н. Роганин, Ю. А. За-

харийченко, Л. И. Захарийченко. — Москва : Эксмо, 2020. — 320 с. — 
(ЕГЭ. Неделя за неделей).

ISBN 978-5-04-112892-0

Издание содержит все темы школьного курса  математики, необходимые 
для сдачи ЕГЭ.

Весь материал чётко структурирован и разделён на 36 логических блоков 
(недель), включающих необходимые теоретические сведения, задания для са-
моконтроля в виде схем и таблиц, а также в форме ЕГЭ. Изучение каждого бло-
ка рассчитано на 2—3 самостоятельных занятия в неделю в течение учебного 
года. Кроме того, в пособии приводятся тренировочные варианты, цель кото-
рых — оценить уровень знаний.

Данное пособие поможет организовать пошаговую подготовку учащихся 
старших классов к ЕГЭ по математике.

УДК 373.5:51
ББК 22.1я721

Р59

ISBN 978-5-04-112892-0
© Авторский коллектив, 2020
© Оформление. ООО «Издательство «Эксмо», 2020



СОДЕРЖАНИЕ

ПРЕДИСЛОВИЕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

АЛГЕБРА

Неделя 1 Действительные числа. Дроби. Проценты . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

Неделя 2 Алгебраические выражения. Алгебраическая дробь. Сокращение дробей.  
Действия с алгебраическими дробями  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

Неделя 3 Степень с рациональным показателем  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

Неделя 4 Степень с рациональным показателем . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

Неделя 5 Синус, косинус, тангенс, котангенс  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

Неделя 6 Синус, косинус, тангенс, котангенс  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

Неделя 7 Логарифм. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

Тестовые задания к разделу «Алгебра» . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68

УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА

Неделя 8 Уравнения с одной переменной   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

Неделя 9 Уравнения с одной переменной. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 80

Неделя 10 Уравнения с одной переменной. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86

Неделя 11 Уравнения с одной переменной. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96

Неделя 12 Системы уравнений с двумя переменными. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

Неделя 13 Неравенства с одной переменной. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 118

3

Со
де

рж
ан

ие



Неделя 14 Неравенства с одной переменной   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 128

Неделя 15 Системы неравенств. Совокупность неравенств  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134

Тестовые задания к разделу «Уравнения и неравенства»   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 138

ФУНКЦИИ

Неделя 16 Функции. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140

Неделя 17 Функции. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

Неделя 18 Обзор основных функций  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 154

Неделя 19 Обзор основных функций  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

Неделя 20 Производная функции. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 166

Неделя 21 Исследование функций с помощью производной . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 174

Неделя 22 Первообразная. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 184

Тестовые задания к разделам «Функции» и «Начала математического  
анализа»   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190

ГЕОМЕТРИЯ. ПЛАНИМЕТРИЯ

Неделя 23 Треугольник . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192

Неделя 24 Многоугольники. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

Неделя 25 Окружность  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 214

ГЕОМЕТРИЯ. СТЕРЕОМЕТРИЯ

Неделя 26 Аксиомы стереометрии. Теоремы стереометрии. Взаимное расположение 
прямых и плоскостей в пространстве. Построения в стереометрии. Углы 
в стереометрии   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222

Неделя 27 Многогранники. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 232

Неделя 28 Пирамида. Правильные многогранники. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 240

4

Со
де

рж
ан

ие



Неделя 29 Прямой круговой цилиндр  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248

Неделя 30 Прямой круговой конус  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254

Неделя 31 Шар и сфера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 262

Неделя 32 Прямая и отрезок, луч. Сравнение и измерение отрезков. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 266

Неделя 33 Скалярные и векторные величины . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 272

Тестовые задания к разделу «Геометрия». . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 278

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ, СТАТИСТИКИ  
И ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

Неделя 34 Множества и операции над ними. Элементы комбинаторики  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 280

Неделя 35 Решение практических задач: анализ диаграмм и графиков, анализ 
информации статистического характера . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290

Неделя 36 Вероятность событий: вычисление вероятности событий на основе подсчёта 
числа исходов . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 295

Тестовые задания к разделу «Элементы комбинаторики, статистики и теории 
вероятностей»   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 309

ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 2   . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

ОТВЕТЫ К ТЕСТОВЫМ ЗАДАНИЯМ  . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 317

Со
де

рж
ан

ие



ПРЕДИСЛОВИЕ

Ðåçóëüòàòû åäèíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî ýêçàìåíà èñêëþ÷èòåëüíî âàæíû äëÿ âûïóñêíèêà 
è áóäóùåãî àáèòóðèåíòà — îíè ó÷èòûâàþòñÿ â øêîëüíîì àòòåñòàòå è ïðè ïîñòóïëåíèè â âó-
çû. Ïîëó÷èòü ìàêñèìàëüíûé áàëë íà ÅÃÝ íåïðîñòî, íî ñ êàæäûì ãîäîì óâåëè÷èâàåòñÿ ÷èñëî 
âûïóñêíèêîâ, êîòîðûå áëåñòÿùå ñ ýòèì ñïðàâëÿþòñÿ.

Ïåðåä âàìè óíèêàëüíîå ó÷åáíîå ïîñîáèå, ðàçðàáîòàííîå ïåäàãîãàìè-ðåïåòèòîðàìè äëÿ 
âûïóñêíèêîâ, èõ ðîäèòåëåé è êîëëåã-ó÷èòåëåé. Èçäàíèå ñîäåðæèò âåñü ìàòåðèàë øêîëüíîãî 
êóðñà ïî ìàòåìàòèêå, íåîáõîäèìûé äëÿ ñäà÷è ÅÃÝ, â ñîîòâåòñòâèè ñ êîäèôèêàòîðîì ýëå-
ìåíòîâ ñîäåðæàíèÿ è òðåáîâàíèé ê óðîâíþ ïîäãîòîâêè âûïóñêíèêîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ 
ó÷ðåæäåíèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÅÃÝ. Ïîñîáèå ñîñòîèò èç 3 ÷àñòåé.

×àñòü 1 — ïðîáíûé òåñò â ôîðìàòå ÅÃÝ, êîòîðûé ïîçâîëèò ó÷àùåìóñÿ îöåíèòü ñâîé 
óðîâåíü çíàíèé â íà÷àëå ïîäãîòîâêè.

×àñòü 2 — ìàòåðèàë äëÿ ïîâòîðåíèÿ, ïðîâåðêè è çàêðåïëåíèÿ çíàíèé øêîëüíîãî êóðñà 
ïî ìàòåìàòèêå ñ òåñòîâûìè çàäàíèÿìè â ôîðìàòå ÅÃÝ. Ïðîãðàììà ñàìîïîäãîòîâêè ðàçäåëåíà 
íà 36 íåäåëü, ÷òî ïîçâîëèò ó÷àùåìóñÿ ñèñòåìàòèçèðîâàòü ñàìîñòîÿòåëüíóþ ðàáîòó â òå÷åíèå 
ãîäà. Îáú¸ì òåîðåòè÷åñêîãî ìàòåðèàëà è çàäàíèé êàæäîé íåäåëè îòáèðàëñÿ àâòîðàìè òàêèì 
îáðàçîì, ÷òîáû ïðîðàáîòêà åãî çàíèìàëà ó ó÷àùåãîñÿ íå áîëåå 2 ÷àñîâ â íåäåëþ.

×àñòü 3 — êîíòðîëüíûé òåñò â ôîðìàòå ÅÃÝ, êîòîðûé ïðîäåìîíñòðèðóåò óðîâåíü ïîäãî-
òîâêè ïåðåä ñäà÷åé ñàìîãî ýêçàìåíà.

Уважаемые выпускники!

×òîáû óñïåøíî ñäàòü ÅÃÝ, íåîáõîäèìû ãëóáîêèå çíàíèÿ ïî ìàòåìàòèêå è óìåíèå îðãà-
íèçîâûâàòü ñâîþ ðàáîòó.

Èòàê,
1. ×òî âû çíàåòå? Âûïîëíèòå ïðîáíûé òåñò. Íà âûïîëíåíèå ýêçàìåíàöèîííîé ðàáîòû ïî 

ìàòåìàòèêå îòâîäèòñÿ 3 ÷àñà 55 ìèíóò (235 ìèíóò). Ðàáîòà ñîñòîèò èç 2 ÷àñòåé, âêëþ÷à-
þùèõ 21 çàäàíèå. ×àñòü 1 ñîñòîèò èç 9 çàäàíèé, êîòîðûå ïðåäïîëàãàþò êðàòêèé îòâåò. 
×àñòü 2 âêëþ÷àåò 5 çàäàíèé ñ êðàòêèì îòâåòîì è 7 çàäàíèé ñ ðàçâ¸ðíóòûì îòâåòîì. 
Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî áàëëîâ — 34. Áëàíê äëÿ îòâåòîâ â êîíöå òåñòà ïîìîæåò ïîòðå-
íèðîâàòüñÿ â çàïîëíåíèè àíàëîãè÷íîãî áëàíêà íà ñàìîì ýêçàìåíå, âåäü îò ïðàâèëüíîñòè 
è àêêóðàòíîñòè åãî çàïîëíåíèÿ âî ìíîãîì çàâèñèò âàøà áóäóùàÿ îöåíêà. Ïîñòàðàéòåñü 
âûïîëíèòü êàê ìîæíî áîëüøå çàäàíèé è íàáðàòü íàèáîëüøåå êîëè÷åñòâî áàëëîâ. Áóäüòå 
÷åñòíû ñ ñîáîé! Êàê âû óñâîèëè ìàòåðèàë øêîëüíîé ïðîãðàììû? Åñëè âû íå íàáðàëè 
ìàêñèìàëüíîãî êîëè÷åñòâà áàëëîâ, òî…

2. ×òî äåëàòü? Âåñü ìàòåðèàë ïîñîáèÿ ðàçäåëåí íà 36 íåäåëü. Âûïîëíèòå òåñòîâûå çàäàíèÿ, 
ðàñïîëîæåííûå íà ïîëÿõ. Âíèìàòåëüíî ïðî÷èòàéòå ôîðìóëèðîâêó çàäàíèé è ïîñòàðàé-
òåñü ïîíÿòü ñìûñë âîïðîñà. Åñëè âû ïîíÿëè âîïðîñ, òî, ñêîðåå âñåãî, âû çíàåòå è îòâåò 
íà íåãî. Åñëè âû èñïûòûâàåòå çàòðóäíåíèÿ ïðè âûïîëíåíèè çàäàíèé òåêóùåé íåäåëè, òî 
ïîâòîðèòå òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë. Çàòåì ïîïðîáóéòå âûïîëíèòü ýòè çàäàíèÿ ñ îïîðîé 
íà òåîðåòè÷åñêèé ìàòåðèàë, ðàñïîëîæåííûé ðÿäîì. Â çàâåðøåíèå íåäåëè âûïîëíèòå çà-
äàíèÿ èç ðàçäåëà «Êîíòðîëü çíàíèé», êîòîðûå ïîçâîëÿò çàêðåïèòü è ñèñòåìàòèçèðîâàòü 
ó÷åáíûé ìàòåðèàë íåäåëè. Â êîíöå ðàçäåëà ïðîâåðüòå ñâîè çíàíèÿ, âûïîëíèâ çàäàíèÿ 
ïîâûøåííîé ñëîæíîñòè.

3. Êàê ïðîâåñòè ðåïåòèöèþ ÅÃÝ? Ïîâòîðèâ âåñü øêîëüíûé êóðñ, ïðåäñòàâüòå ñåáÿ íà ýêçà-
ìåíå. Ïðîéäèòå ïîñëåäíèé òåñò, ïîäîáíûé òîìó, êîòîðûé âû áóäåòå ïðîõîäèòü âî âðåìÿ 
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ÅÃÝ, â óñëîâèÿõ, ìàêñèìàëüíî ïðèáëèæåííûõ ê óñëîâèÿì ýêçàìåíà. Ñèäÿ äîìà çà ðàáî-
÷èì ñòîëîì, ïðåäñòàâüòå ñåáÿ íà ýêçàìåíå — òîãäà íà ÅÃÝ âû áóäåòå ÷óâñòâîâàòü ñåáÿ êàê 
äîìà.

Âåðüòå â ñâîè ñèëû! Æåëàåì óäà÷è!

Уважаемые родители!
×åì âû ìîæåòå ïîìî÷ü ñâîåìó ðåáåíêó?

1. Îðãàíèçîâàòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ è ïîñëåäîâàòåëüíóþ ïîäãîòîâêó ê ÅÃÝ. Áîëüøèíñòâî 
ïîäðîñòêîâ åù¸ íå ìîãóò ïðàâèëüíî ïëàíèðîâàòü ñâî¸ âðåìÿ, âñ¸ îòêëàäûâàþò «íà ïî-
òîì». Îò ïðàâèëüíîãî ïëàíèðîâàíèÿ çàíÿòèé âî ìíîãîì çàâèñèò ðåçóëüòàò ïîäãîòîâêè. 
Âûäåëèòü 2 ÷àñà â íåäåëþ â ïëîòíîì ãðàôèêå ñîâðåìåííîãî øêîëüíèêà ëåã÷å, ÷åì ïîâòî-
ðèòü âåñü ìàòåðèàë øêîëüíîãî êóðñà çà íåñêîëüêî äíåé äî ýêçàìåíà.

2. Ñîçäàòü áëàãîïðèÿòíóþ ïñèõîëîãè÷åñêóþ îáñòàíîâêó äîìà. Äàæå äëÿ ñàìîãî îòâåòñòâåí-
íîãî ó÷åíèêà ýêçàìåí — ýòî èñïûòàíèå, ñòðåññ. «Äîìàøíÿÿ ïñèõîòåðàïèÿ» — ýòî ïî-
ìîùü ëþáÿùèõ è çàáîòëèâûõ áëèçêèõ ëþäåé, ðîäèòåëåé, êîòîðûå ïðîâåðÿò, íàïîìíÿò, 
óáåäÿò, óáåðåãóò îò áåññîííûõ íî÷åé íàêàíóíå ýêçàìåíà, óñïîêîÿò è ïîääåðæàò.

3. Áûòü ðÿäîì. Ìû íå ïðèçûâàåì ðîäèòåëåé ó÷èòü âìåñòå ñ ðåá¸íêîì òåìû è îòâåòû íà 
âîïðîñû. Ýòî ïåðâîå «âçðîñëîå» èñïûòàíèå äëÿ ó÷àùåãîñÿ, à íå äëÿ åãî ðîäèòåëåé! 
Ïðèíèìàéòå ó÷àñòèå â äåëàõ âàøåãî ðåá¸íêà, èíòåðåñóéòåñü åãî äóøåâíûì ñîñòîÿíèåì, 
íàñòðîå íèåì. Ñòàðàÿñü ïîìî÷ü, âû äàäèòå ñâîèì äåòÿì óðîêè ëþáâè, ñî÷óâñòâèÿ, âçàè-
ìîïîìîùè, íàó÷èòå ñïîêîéíî è óâåðåííî ïðåîäîëåâàòü òðóäíîñòè.

Æåëàåì âàì óäà÷è è òåðïåíèÿ!

Уважаемые коллеги-учителя!
Â íà÷àëå êàæäîé íåäåëè ïðèâåäåíû òåìû äëÿ ïîâòîðåíèÿ èç êîäèôèêàòîðà ýëåìåíòîâ 

ñîäåðæàíèÿ è òðåáîâàíèé ê óðîâíþ ïîäãîòîâêè âûïóñêíèêîâ îáùåîáðàçîâàòåëüíûõ ó÷ðåæ-
äåíèé äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÅÃÝ. Êàæäîìó ðàçäåëó è ýëåìåíòó ñîäåðæàíèÿ, ïðîâåðÿåìûì íà ÅÃÝ, 
ñîîòâåòñòâóåò íåñêîëüêî òèïîâ çàäàíèé. Çàäàíèÿ áàçîâîãî óðîâíÿ ñëîæíîñòè ðàñïîëîæåíû 
ðÿäîì ñ ñîîòâåòñòâóþùèì òåîðåòè÷åñêèì ìàòåðèàëîì. Çàäàíèÿ ïîâûøåííîãî è âûñîêîãî 
óðîâíåé ñëîæíîñòè ðàñïîëîæåíû â êîíöå êàæäîãî ðàçäåëà. Äâà òðåíèðîâî÷íûõ òåñòà ïîìî-
ãóò êàæäîìó ó÷àùåìóñÿ îïðåäåëèòü ñâîé óðîâåíü ïîäãîòîâêè.

Êîíå÷íî, ÅÃÝ òðåáóåò ñïåöèàëüíîé ïîäãîòîâêè ïî ïðåäìåòó, íî ãîòîâèòüñÿ íóæ-
íî è ê ñàìîé ôîðìå ïðîâåäåíèÿ ýêçàìåíà. Òàêæå ïðè ýòîì íåîáõîäèìû îáîáùåíèå 
è ñèñ òåìàòèçàöèÿ èçó÷åííîãî ìàòåðèàëà. Ñëåäóåò îáðàòèòü îñîáîå âíèìàíèå íà ïðîáå-
ëû â çíàíèÿõ ó÷àùåãîñÿ, äîïóùåííûå ïðè èçó÷åíèè øêîëüíîé ïðîãðàììû, è óñòðà-
íèòü èõ. Íàäååìñÿ, ÷òî íàøå ïîñîáèå áóäåò ïîëåçíî âàì â âàøåé åæåäíåâíîé ðàáîòå. 

Æåëàåì òâîð÷åñêèõ óñïåõîâ!
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НЕДЕЛЯ 19 Содержание недели согласно кодификатору ЕГЭ:
3.3. Основные элементарные функции

3.3.5. Тригонометрические функции, их графики
3.3.6. Показательная функция, ее график
3.3.7. Логарифмическая функция, ее график

Функция y = sin x
1. D(sin x) � R.
2. E(sin x)�� [�1; 1].
3.  Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ: sin (�x) � sin x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì 2�: 

sin (x � 2�) � sin x.
5.  Íóëè ôóíêöèè: x � �n, n���Z.
6.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: sin x � 0, åñëè x���(2�n; � � 2�n), n���Z; sin x 	 0, åñëè 

x���(�� � 2�n; 2�n), n���Z.
7.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ 

− + +⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π
π

π
π

2
2

2
2n n; , n���Z; ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ 

π
π

π
π

2
2

3

2
2+ +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

n n; , n���Z.

8.  Ýêñòðåìóìû: y
max

 � 1, åñëè x n= +
π

π
2

2 ,  n���Z; y
min

 � �1, åñëè x n= − +
π

π
2

2 , n���Z

�

����

��� ���� � ��

�
�

�

�

Функция y = cos x
1.  D(cos x) � R.
2.  E(cos x)�� [�1; 1].
3.  Ôóíêöèÿ ÷åòíàÿ: cos (�x) � cos x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì 2�: 

cos (x � 2�) � sin x.

5.  Íóëè ôóíêöèè: x n= +
π

π
2

, n���Z.

6.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: 

cos x � 0, åñëè x��� − + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

π
π

2
2

2
2n n; , n���Z, cos x 	 0, åñëè x���

π
π

π
π

2
2

3

2
2+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟n n; , n���Z.

7.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò 
íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [�� � 2�n; 2�n], n���Z; 
ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ 
[2�n; � � 2�n], n���Z.

8.  Ýêñòðåìóìû: y
max

 � 1, åñëè x � 2�n, n���Z; y
min

 � �1, 
åñëè x � � � 2�n, n���Z

�������� � ��� � �

Функция y = tg x

1.  D(tg x): x n≠ +
π

π
2

, n���Z.

2.  E(tg x) � R.
3.  Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ: tg (�x) � �tg x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì 

ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì �: tg (x � �) � tg x.
5.  Íóëè ôóíêöèè: x � �n, n���Z.
6.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: tg x � 0, 

åñëè x�� π
π

πn n;
2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ , n���Z; tg x 	 0, åñëè x���

− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π π

2
n n; , n���Z.

7.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà 

êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ − + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

π
π

2 2
n n; , n���Z.

8.  Ýêñòðåìóìîâ íåò

x

y

0

y = tg x

�—
2

����–—
   2

���3�–—
   2

�–�–2�

3�—
2

2�

Функция y = ctg x
1.  D(ctg x) 
 x � �n, n���Z.
2.  E(ctg x) � R.
3.  Ôóíêöèÿ íå÷åòíàÿ: ctg (�x) � � ctg x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì 

ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì �: ctg (x � �) � ctg x.

160 161
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1. Определите наименьшее значение 
функции y x= −2 3 1sin .

 

2. Определите наименьший положи-
тельный период функции 

y x= ( ) +3 2 1tg .π

 

3. Найдите ординату точки пересече-
ния графика y x= −7 3  с осью Oy.

 

4. Найдите абсциссу точки пересече-

ния графика функции y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −

1
2

16  

с осью Ox.
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Другие комбинации соотношений между тригонометрическими функциями одного 
и того же аргумента

Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå: à) 
1

1

2

2

−
−

cos

sin
;

α
α

 á) cos4 � � sin4 � � 1; â) 
1

1

2

2

+
+

tg

ctg

α
α

.

Ðåøåíèå. 

à) 
1

1

2

2

2

2
2−

−
= =cos

sin

sin

cos
;

α
α

α
α

αtg

á) cos4 � � sin4 � � 1 � (cos2 �)2 � (sin2 �)2 � 1 � (cos2 � � sin2 �)(cos2 � � sin2 �) � 1 � 
 ��cos2 � � sin2 � � 1 � cos2 � � (1 � sin2 �) �  cos2 � � cos2 � � 2 cos2 �;

â) 
1

1

1 1 1

1

2

2 2 2 2

2 2

2
2+

+
= = ⋅ = =tg

ctg
tg

α
α α α α

α α
α

α
cos

:
sin cos

sin sin

cos
.

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 
sin

cos

cos

sin

α
α

α
α1

1

+
+ +

 è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå, åñëè 

sin .α = 1

2

Ðåøåíèå. 

sin

cos

cos

sin

sin ( cos )

( cos ) sin

sinα
α

α
α

α α
α α

α
1

1 1

1

12 2 2

+
+ + = + +

+ ⋅
= + ++ +

+
=2

1

2cos cos

( cos ) sin

α α
α α

 
 

= +
+

= +
+

=2 2

1

2 1

1

2cos

( cos ) sin

( cos )

( cos ) sin sin
.

α
α α

α
α α α

 Åñëè sin ,α = 1

2
 òî 

2
2

1

2
4

sin
: .

α
= =

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Нарисуй отрезок на одной из координатных осей отрезок, соответствующий:

à) sin � á) cos �

O

y

x
�

 

O

y

x�

� Запиши формулы для тангенса и котангенса:

tg ��� ctg ���

� Запиши основное тригонометрическое тождество:

� Соедини соответствующие части равенств для тригонометрических соотношений:

sin2 α = ��1

cos2 α =
1
2

=
αsin

tg ����ctg ���� sin21 α= −

1 2+ =tg α
ctg α

= 1

1 2+ =ctg α cos21 α= −

tg α =
1
2

=
αcos

Ответы на тестовые задания к неделе 5
1 — 0,6. 2 — 0,6. 3 — 12,5. 4 — 0,5. 5 — 10 см. 6 — 9. 7 — –12. 8 — –0,625. 9 — 0,75. 10 — 72. 11 — 0,55.
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Задания повышенного и высокого уровней 
сложности к изученному разделу

Тренировочный тест в формате ЕГЭ
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ К  РАЗДЕЛУ «АЛГЕБРА»

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 19 10 19 10 1− + − − − − =a a a a, .åñëè

2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 
3

1

3

1

6

1

12

1

24

1

48

13 3 6 12 24 48−
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+x x x x x x
.

3. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñíèçèòñÿ öåíà òîâàðà, åñëè ñíà÷àëà åå ñíèçèëè íà 10 %, 
à ïîòîì åùå íà 20 %?

4. Öåíà ïåðâîãî òîâàðà ïîâûñèëàñü íà 30 %, à ïîòîì åùå íà 5 %. Öåíà âòîðîãî òîâàðà 
ïîâûñèëàñü íà 25 %. Ïîñëå ïîâûøåíèÿ öåíû òîâàðîâ ñðàâíÿëèñü. Íàéäèòå, íà ñêîëü-
êî ïðîöåíòîâ ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà îäíîãî òîâàðà áîëüøå ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû âòîðîãî 
òîâàðà.

5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 20 14 2 20 14 23 3+ + − .

6. Íàéäèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ìíîãî÷ëåí x4 + 6x3 + 3x2 + ax + b äåëèòñÿ áåç 
îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí x2 + 4x + 3.

7. Âû÷èñëèòå tg arcsin arctg .
1

2

24

25
3

1

2
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

8. Íàéäèòå log
25
 24, åñëè log

6
 15 = a, log

12
 8 = b.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

7

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 50
25

8
x ⋅ = .

6. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ BD — âûñîòà, 
óãîë À ðàâåí 45�, AD � 4, sin C � 0,25. 
Íàéäèòå ÂÑ.

7. Êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¸ííàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y � f(x) â òî÷êå 

ñ àáñöèññîé x0 � 1, èìååò âèä y
x= −32 23

5
. Íàéäèòå çíà÷åíèå 

ïðîèçâîäíîé f�(1). 

8. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå óãëà 
ABF, åñëè òî÷êà F ëåæèò íà îäíîé èç 
ñòîðîí AE, ED, CD èëè BC ïðàâèëüíîãî 
ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE (ñì. ðèñ.). Âåëè-
÷èíó óãëà óêàæèòå â ãðàäóñàõ.

Часть 2

9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
11

25
3

22 4 6

64 6 6

1

54 44
− ⋅

+
−

+
+

.

10. Ìîòîöèêëèñò è âåëîñèïåäèñò îäíîâðåìåííî âûåõàëè íàâñòðå÷ó 
äðóã äðóãó èç ïóíêòîâ À è Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ñî-
ñòàâëÿåò 56 êì, è âñòðåòèëèñü â ïóíêòå Ñ, ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæè-
ëè ñâîé ïóòü. Ðàññòîÿíèå îò ïóíê òà Ñ äî ïóíêòà Â ìîòîöèêëèñò 
ïðîåõàë çà 24 ìèíóòû, à âåëîñèïåäèñò ïðåîäîëåë ðàññòîÿíèå îò 
ïóíêòà Ñ äî ïóíê òà À çà 2 ÷àñà 30 ìèíóò. Íàéäèòå ñêîðîñòü 
ìîòîöèêëèñòà â êì/÷.

11. Íåêîòîðîå ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò ïðîäóêöèþ õ (òûñ. åäèíèö). 
Ïðè ýòîì ñóììà îáùèõ åæåìåñÿ÷íûõ ðàñõîäîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå y � 940 + 5,2x òûñ. ðóáëåé. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî 
âûïóùåííîé â îêòÿáðå 2015 ãîäà ïðîäóêöèè (â òûñ. åäèíèö), 
åñëè îáùèå ðàñõîäû çà îêòÿáðü ñîñòàâèëè 1018 òûñ. ðóáëåé.

12. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ïðÿìî óãîëüíàÿ 
ñèñòåìà êîîðäèíàò è äâå òî÷êè À 
è Ì, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êàñàòåëü-
íîé, ïðîâåä¸ííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 
y � f(x) â òî÷êå Ì. Íàéäèòå f�(10). 

A

B

CD

A E

F F

F

F

B D

C

–4

10

0

y

x

A

M

ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 1

Часть 1

Ответом к заданиям 1—12 является целое число или конечная десятичная 
дробь. Запишите число в поле ответа, затем перенесите его в бланк ответов 
№ 1 справа от номера соответствующего задания, начиная с первой клеточ-
ки. Каждую цифру, знак «минус» и запятую пишите в отдельной клеточке 
в соответствии с приведёнными в бланке образцами. Единицы измерения 
писать не нужно.

1. Â óíèâåðñèòåòå ó÷èòñÿ 2975 ñòóäåíòîâ, èç íèõ 1575 þíîøåé. 
Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ þíîøåé ó÷èòñÿ áîëüøå ÷åì äåâóøåê? 

2. Íà äèàãðàììå (ñì. ðèñ.) ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî ìóñîðà, ïåðåðà-
áîòàííîãî íåêîòîðûì çàâîäîì â òå÷åíèå êàæäîãî ÷àñà 12 ìàÿ 
2016 ã. Ïî ãîðèçîíòàëè óêàçàíî âðåìÿ ðàáîòû â ÷àñàõ, ïî âåð-
òèêàëè — êîëè÷åñòâî ìóñîðà (â êã). Íàéäèòå ñóììàðíîå êîëè-
÷åñòâî ìóñîðà, ïåðåðàáîòàííîãî â ïåðèîä âðåìåíè ñ 11.00 äî 
15.00 ýòîãî äíÿ.
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3. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ êëåòêàìè 
ðàçìåðîì 1 ñì � 1 ñì èçîáðàæ¸í 
ïÿòèóãîëüíèê (ñì. ðèñ.). Íàéäèòå 
åãî ïëîùàäü â êâàäðàòíûõ ñàíòè-
ìåòðàõ.

4. Òðîå ñ÷àñòëèâöåâ âûèãðàëè â ëîòåðåþ ñóììû, îòíîñÿùèåñÿ 
äðóã ê äðóãó êàê 3:4:6. Åñëè ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì âû-
èãðûøåì è íàèìåíüøèì âûèãðûøåì ñîñòàâëÿåò 1,5 ìèëëèîíà 
ðóáëåé, òî ÷åìó ðàâåí âåñü ïðèçîâîé ôîíä ëîòåðåè â äàííîì 
ðîçûãðûøå? Ñóììó óêàæèòå â ìèëëèîíàõ.

1 ñì
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ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 1

Часть 1

Ответом к заданиям 1—12 является целое число или конечная десятичная 
дробь. Запишите число в поле ответа, затем перенесите его в бланк ответов 
№ 1 справа от номера соответствующего задания, начиная с первой клеточ-
ки. Каждую цифру, знак «минус» и запятую пишите в отдельной клеточке 
в соответствии с приведёнными в бланке образцами. Единицы измерения 
писать не нужно.

1. Â óíèâåðñèòåòå ó÷èòñÿ 2975 ñòóäåíòîâ, èç íèõ 1575 þíîøåé. 
Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ þíîøåé ó÷èòñÿ áîëüøå ÷åì äåâóøåê? 

2. Íà äèàãðàììå (ñì. ðèñ.) ïðèâåäåíî êîëè÷åñòâî ìóñîðà, ïåðåðà-
áîòàííîãî íåêîòîðûì çàâîäîì â òå÷åíèå êàæäîãî ÷àñà 12 ìàÿ 
2016 ã. Ïî ãîðèçîíòàëè óêàçàíî âðåìÿ ðàáîòû â ÷àñàõ, ïî âåð-
òèêàëè — êîëè÷åñòâî ìóñîðà (â êã). Íàéäèòå ñóììàðíîå êîëè-
÷åñòâî ìóñîðà, ïåðåðàáîòàííîãî â ïåðèîä âðåìåíè ñ 11.00 äî 
15.00 ýòîãî äíÿ.
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3. Íà êëåò÷àòîé áóìàãå ñ êëåòêàìè 
ðàçìåðîì 1 ñì � 1 ñì èçîáðàæ¸í 
ïÿòèóãîëüíèê (ñì. ðèñ.). Íàéäèòå 
åãî ïëîùàäü â êâàäðàòíûõ ñàíòè-
ìåòðàõ.

4. Òðîå ñ÷àñòëèâöåâ âûèãðàëè â ëîòåðåþ ñóììû, îòíîñÿùèåñÿ 
äðóã ê äðóãó êàê 3:4:6. Åñëè ðàçíîñòü ìåæäó íàèáîëüøèì âû-
èãðûøåì è íàèìåíüøèì âûèãðûøåì ñîñòàâëÿåò 1,5 ìèëëèîíà 
ðóáëåé, òî ÷åìó ðàâåí âåñü ïðèçîâîé ôîíä ëîòåðåè â äàííîì 
ðîçûãðûøå? Ñóììó óêàæèòå â ìèëëèîíàõ.
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5. Ðåøèòå óðàâíåíèå 2 50
25

8
x ⋅ = .

6. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ BD — âûñîòà, 
óãîë À ðàâåí 45�, AD � 4, sin C � 0,25. 
Íàéäèòå ÂÑ.

7. Êàñàòåëüíàÿ, ïðîâåä¸ííàÿ ê ãðàôèêó ôóíêöèè y � f(x) â òî÷êå 

ñ àáñöèññîé x0 � 1, èìååò âèä y
x= −32 23

5
. Íàéäèòå çíà÷åíèå 

ïðîèçâîäíîé f�(1). 

8. Íàéäèòå íàèáîëüøåå çíà÷åíèå óãëà 
ABF, åñëè òî÷êà F ëåæèò íà îäíîé èç 
ñòîðîí AE, ED, CD èëè BC ïðàâèëüíîãî 
ïÿòèóãîëüíèêà ABCDE (ñì. ðèñ.). Âåëè-
÷èíó óãëà óêàæèòå â ãðàäóñàõ.

Часть 2

9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
11

25
3

22 4 6

64 6 6

1

54 44
− ⋅

+
−

+
+

.

10. Ìîòîöèêëèñò è âåëîñèïåäèñò îäíîâðåìåííî âûåõàëè íàâñòðå÷ó 
äðóã äðóãó èç ïóíêòîâ À è Â, ðàññòîÿíèå ìåæäó êîòîðûìè ñî-
ñòàâëÿåò 56 êì, è âñòðåòèëèñü â ïóíêòå Ñ, ïîñëå ÷åãî ïðîäîëæè-
ëè ñâîé ïóòü. Ðàññòîÿíèå îò ïóíê òà Ñ äî ïóíêòà Â ìîòîöèêëèñò 
ïðîåõàë çà 24 ìèíóòû, à âåëîñèïåäèñò ïðåîäîëåë ðàññòîÿíèå îò 
ïóíêòà Ñ äî ïóíê òà À çà 2 ÷àñà 30 ìèíóò. Íàéäèòå ñêîðîñòü 
ìîòîöèêëèñòà â êì/÷.

11. Íåêîòîðîå ïðåäïðèÿòèå âûïóñêàåò ïðîäóêöèþ õ (òûñ. åäèíèö). 
Ïðè ýòîì ñóììà îáùèõ åæåìåñÿ÷íûõ ðàñõîäîâ âû÷èñëÿåòñÿ ïî 
ôîðìóëå y � 940 + 5,2x òûñ. ðóáëåé. Îïðåäåëèòå êîëè÷åñòâî 
âûïóùåííîé â îêòÿáðå 2015 ãîäà ïðîäóêöèè (â òûñ. åäèíèö), 
åñëè îáùèå ðàñõîäû çà îêòÿáðü ñîñòàâèëè 1018 òûñ. ðóáëåé.

12. Íà ðèñóíêå èçîáðàæåíà ïðÿìî óãîëüíàÿ 
ñèñòåìà êîîðäèíàò è äâå òî÷êè À 
è Ì, êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êàñàòåëü-
íîé, ïðîâåä¸ííîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 
y � f(x) â òî÷êå Ì. Íàéäèòå f�(10). 

A

B

CD

A E

F F

F

F

B D

C

–4

10

0

y

x

A

M
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Для записи решений и ответов на задания 13—19 используйте бланк от-
ветов № 2. Запишите сначала номер выполняемого задания (13, 14 и  т.  д.), 
а  затем полное обоснованное решение и ответ.

13. Íàéäèòå âñå ïàðû (x; y), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè íåðà-

âåíñòâà y y y xy x xy+ + − −2 23 4 7� .

14. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ áèññåêòðèñû BD è ÀÅ óãëîâ Â è À ïåðå-
ñåêàþòñÿ â òî÷êå Î. Íàéäèòå äëèíó ñòîðîíû ÀÑ, åñëè AB � 12, 
OA : OE � 3 : 2 è AD : DC � 6 : 7.

15. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà a ñèñòåìà óðàâíåíèé 

2 6 2 4

2 8

1 2x

x

a a y

y y a

+ + −( ) =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

sin ,

sin cos
 èìååò ðåøåíèÿ?

16. Äàíà ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¸õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà SABCD, ó êîòîðîé 
áîêîâîå ðåáðî â äâà ðàçà áîëüøå ñòîðîíû îñíîâàíèÿ. Òî÷êà G 
ïðèíàäëåæèò ðåáðó SB, à òî÷êè E, F, K, L — ñåðåäèíû ð¸áåð 
AD, AS, CS, DC ñîîòâåòñòâåííî. Íàéäèòå îòíîøåíèå ïëîùàäè 
ñå÷åíèÿ EFGKL ê ïëîùàäè îñíîâàíèÿ ABCD.

17. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ óâåëè÷èòñÿ ðåàëüíàÿ çàðàáîòíàÿ ïëàòà, 
åñëè öåíû íà âñå ïðîäîâîëüñòâåííûå è íåïðîäîâîëüñòâåííûå òî-
âàðû óìåíüøàòñÿ íà 20 %?

18. Íàéäèòå âñå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà à, ïðè êàæäîì èç êîòîðûõ 

óðàâíåíèå arccos 1 2 5 182+ −( ) = + −x a x a  èìååò ðåøåíèå.

19. Íàòóðàëüíîå ÷èñëî N, ñîñòîÿùåå èç 2012 öèôð, êðàòíî 9. Ïóñòü 
õ — ñóììà öèôð ÷èñëà N, ó — ñóììà öèôð ÷èñëà õ, z — ñóììà 
öèôð ÷èñëà y. Íàéäèòå âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ ÷èñëà z.
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Ответы к тренировочному тесту № 1

¹ çàäàíèÿ Îòâåò ¹ çàäàíèÿ Îòâåò

1 12,5 7 –4,6

2 2000 8 108

3 33 9 –1,2

4 6,5 10 40

5 –4 11 15

6 16 12 –0,4

13. Îòâåò: (0; 0); 
1

5

2

5
; .

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 2

Îòâåò íåâåðåí, íî ïîëó÷åíà îöåíêà âûðàæåíèÿ ñ èñïîëüçîâàíè-
åì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

14. Îòâåò: 9.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 2

Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ äëèíû ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïðàâèëüíûé, 
íî ïîëó÷åí íåâåðíûé îòâåò èëè ðåøåíèå íå çàêîí÷åíî.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0
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15. Îòâåò: a ∈ −( ⎤
⎦ ∪ +∞⎡⎣ )2 2 3 2 6; ; .

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 2

Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ êîëè÷åñòâà êîðíåé ïðàâèëüíûé (ãðàôè÷å-
ñêèé), íî ïîëó÷åí íåâåðíûé îòâåò èëè ðåøåíèå íå çàêîí÷åíî.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

16. Îòâåò: 5 2

8
.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 3

Îòâåò íåâåðåí, íî ïðàâèëüíî íàéäåíû ïëîùàäü ìíîãîóãîëüíèêà 
EFGKL ëèáî ïëîùàäü åãî îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè íà ïëî-
ñêîñòü îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû.

2

Îòâåò íåâåðåí, íî ïðàâèëüíî íàéäåíû íåêîòîðûå ñòîðîíû ìíî-
ãîóãîëüíèêà EFGKL ëèáî êîñèíóñ óãëà ìåæäó ïëîñêîñòüþ ýòîãî 
ìíîãîóãîëüíèêà è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ ïèðàìèäû.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

17. Îòâåò: 25.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 3

Ïîëó÷åíî âåðíîå âûðàæåíèå, íî äîïóùåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ 
îøèáêà, ïðèâåäøàÿ ê íåâåðíîìó îòâåòó

2

Îòâåò ïîëó÷åí, ðåøåíèå â öåëîì âåðíîå, íî ëèáî íåäîñòàòî÷íî 
îáîñíîâàííîå, ëèáî ñîäåðæèò âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè, 
â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ îòâåò ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0
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18. Îòâåò: a1 4 5= − , ;  a2 2� .

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 4

Îòâåò ïîëó÷åí, ðåøåíèå â öåëîì âåðíîå, íî ëèáî íåäîñòàòî÷íî 
îáîñíîâàííîå, ëèáî ñîäåðæèò âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè, 
â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ îòâåò ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

3

Âåðíî ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ à ñ ïðèìåíåíèåì îáëàñòè 
çíà÷åíèé îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.

2

Âåðíî ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè õ è à ñ ïðè-
ìåíåíèåì îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé òðèãîíîìåòðè÷åñêîé 
ôóíêöèè.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

19. Îòâåò: z � 9.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 4

Âåðíî ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ z, íî íåäîñòàòî÷íî îáîñ-
íîâàíà åäèíñòâåííîñòü.

3

Âåðíî ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ ó. 2

Âåðíî ïîëó÷åíû óñëîâèÿ íà çíà÷åíèÿ x. 1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0
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НЕДЕЛЯ 1 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
1.1. Числа, корни и степени

1.1.1. Целые числа
1.1.3. Дроби, проценты, рациональные числа

1.4 Преобразования выражений
1.4.6. Модуль (абсолютная величина) числа

АЛГЕБРА

ДЕЙСТВИТЕЛЬНЫЕ ЧИСЛА
×èñëà, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñ÷åòà ïðåäìåòîâ: 1, 2, 3, ... . N � {1; 2; 3; ...} îáðàçóþò 

ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
Íàòóðàëüíûå ÷èñëà 1, 2, 3, ..., ïðîòèâîïîëîæíûå èì ÷èñëà �1, �2, �3, ... è ÷èñëî 0 îáðà-

çóþò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë. Z � {..., ��3, �2, �1, 0, 1, 2, 3, ...} — ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë.

×èñëà, êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå 
m
n

, ãäå m���Z, n���N, íàçûâàþò ðàöèîíàëüíû-

ìè. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Q. Ëþáîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî — 
áåñêîíå÷íàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ äåñÿòè÷íàÿ äðîáü.

×èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå 
m
n

,  ãäå m���Z, n���N, íàçûâàþò èððàöèî-

íàëüíûìè. Èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà — áåñêîíå÷íûå íåïåðèîäè÷åñêèå äåñÿòè÷íûå äðîáè. 

Íàïðèìåð: 2 , � � 3,1415926..., e � 2,7182818... — èððàöèîíàëüíûå ÷èñëà.

Îáúåäèíåíèå ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë íàçûâàþò äåéñòâèòåëüíûìè 
÷èñëàìè. Ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì R. N � Z � Q � R. 
Äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà — áåñêîíå÷íûå äåñÿòè÷íûå äðîáè.

Арифметические действия над натуральными числами 
Â àðèôìåòèêå îïðåäåëåíû 2 îñíîâíûõ àðèôìåòè÷åñêèõ äåéñòâèÿ: ñëîæåíèå è óìíîæåíèå. 

Действие

Закон

Сложение Умножение

Ïåðåìåñòèòåëüíûé,  
èëè êîììóòàòèâíûé çàêîí a � b � b � a a � b � b � a

Ñî÷åòàòåëüíûé,  
èëè àññîöèàòèâíûé çàêîí

(a � b) � c � a � (b � c) (a � b) � c � a � (b � c)

Ðàñïðåäåëèòåëüíûé,  
èëè äèñòðèáóòèâíûé çàêîí a � (b � c) � a � b � a � c

18

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 1

. 
Ал

ге
бр

а



Делимость натуральных чисел.  
Признаки делимости на 2, 3, 5, 9, 10

Ч
ис

ло
 д

ел
ит

ся
 н

а

2 åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà ÷¸òíàÿ

5 åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0 èëè 5

3 åñëè ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 3

9 åñëè ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 9

10 åñëè åãî ïîñëåäíÿÿ öèôðà 0

4
åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ïîñëåäíèõ 
äâóõ öèôð, äåëèòñÿ íà 4

25
åñëè ÷èñëî, ñîñòàâëåííîå èç ïîñëåäíèõ 
äâóõ öèôð, äåëèòñÿ íà 25

Модуль (абсолютная величина) числа
Ìîäóëåì (àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé) äåéñòâèòåëüíîãî 

÷èñëà a íàçûâàåòñÿ ñàìî ýòî ÷èñëî, åñëè a � 0, è ïðî-
òèâîïîëîæíîå ÷èñëî �a, åñëè a 	 0. Ìîäóëü ÷èñëà a 
îáîçíà÷àåòñÿ |a|. Òàêèì îáðàçîì,

a
a a

a a
= ≥

− <{ ,
, .

0
0

Ãåîìåòðè÷åñêè |a| îçíà÷àåò ðàññòîÿíèå íà êîîðäèíàò-
íîé ïðÿìîé îò íà÷àëà îòñ÷åòà äî òî÷êè, èçîáðàæàþùåé 
÷èñëî a. |a – b| — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî òî÷êè b.

|a| � 0; |�a| � |a|; a � |a|;

|a � b| � |a| � |b|;

|a � b| � |a| � |b|;

|a � b| � |a| � |b|;

|a � b| � |a| � |b|;

|a1 � a2 � ... � an| � |a1| � |a2| � ... � |an|

a
b

a
b

�
| |

| |
; b � 0;

|ab| � |a| � |b|;

|an| � |a|n; n���N;

|a|2 � a2;

|a|2k � a2k, k���N

1. Шоколадный батончик стоит 6 руб-
лей 30 копеек. Какое наибольшее 
число шоколадных батончиков мож-
но купить на 50 рублей?

2. Фёдор решил подарить Екатерине 
на праздник букет из нечётного чис-
ла роз. Одна роза стоит 70 рублей. 
Из какого наибольшего числа роз 
он сможет купить Екатерине букет 
на 400 рублей?

3. Вычислите значение выражения 

84 � 37 : 125. 

4. Упростите выражение ( ) ( )
( )

.
7 3
21

3 2 3

2 3
x y

x y
�  

 
 

5. Ручка стоит 5 рублей 40 копеек. Ка-
кое наибольшее число таких ручек 
можно купить на 70 рублей?

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Таблица знаков при арифметических действиях 
с  действительными числами

При умножении При делении

(�) � (�) � (�) (�) : (�) � (�)

(�) � (�) � (�) (�) : (–) � (�)

(�) � (�) � (�) (�) : (–) � (�)

(�) � (�) � (�) (�) : (�) � (�)

Правило раскрытия скобок
Åñëè ïåðåä ñêîáêàìè ñòîèò çíàê «�», òî, ðàñêðûâàÿ 

ñêîáêè, íóæíî ñîõðàíèòü çíàê êàæäîãî ñëàãàåìîãî ñóì-
ìû, çàêëþ÷¸ííîé â ñêîáêè. Íàïðèìåð: 

2,3 � (15,6 – 11) � 2,3 � 15,6 – 11 ��
� 17,9 – 11 � 6,9.

Åñëè ïåðåä ñêîáêàìè çíàê «–», òî, ðàñêðûâàÿ ñêîá-
êè, íóæíî çíàêè ñëàãàåìûõ ïîìåíÿòü íà ïðîòèâîïîëîæ-
íûå. Íàïðèìåð: 

36,28 � (�29,77 ��36,28) � 36,28 � 29,77 – 36,28 ���
� (36,28 � 36,28) � 29,77 � 29,77.

ДРОБИ

Основное свойство дроби

Äâå äðîáè a
b

 è m
n

 íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè 

a � n � b � m. 

Íàïðèìåð, 3
5

6
10

�  (òàê êàê 3 � 10 � 5 � 6); 
5
7

15
21

�  

(òàê êàê 5 � 21 � 7 � 15). 
Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè: åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìå-

íàòåëü äðîáè óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå 
íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî ïîëó÷èòñÿ äðîáü, ðàâíàÿ äàííîé: 

a
b

a k
b k

a
k
b
k

= ⋅
⋅

=  . 

Íàïðèìåð, 
3
4

6
8

�  (äðîáü ñïðàâà ïîëó÷àåòñÿ èç äðîáè 
ñëåâà óìíîæåíèåì å¸ ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ íà 2); 
12
18

2
3

�  ðàçäåëèëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ñëåâà 

íà 6).
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6. Дезодорант стоит 180 рублей. Какое 
наибольшее число дезодорантов 
можно купить на 800 рублей во вре-
мя распродажи, если скидка состав-
ляет 25 %?

7. Карандаш стоит 60 рублей. Какое 
наибольшее число таких каранда-
шей можно будет купить на 500 руб-
лей после повышения цены на 15 %?

8. Линейка стоит 10 рублей. Какое наи-
большее число таких линеек можно 
будет купить на 300 рублей после 
повышения цены на 20 %?

9. Флакон шампуня стоит 120 рублей. 
Какое наибольшее количество фла-
конов можно купить на 700 рублей 
во время распродажи, когда скидка 
составляет 35 %?

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Сравнение обыкновенных дробей
×òîáû ñðàâíèòü äðîáè ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè, íóæíî ñðàâíèòü èõ ÷èñëèòåëè: èç 

äâóõ äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè áîëüøå òà, ÷èñëèòåëü êîòîðîé áîëüøå, è ìåíü-

øå òà, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ìåíüøå. Íàïðèìåð, 3
7

1
7

� ,  ò. ê. 3 � 1.

Åñëè ó äðîáåé ÷èñëèòåëè ðàâíû, òî áîëüøå òà äðîáü, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ìåíüøå, 

è ìåíüøå òà, çíàìåíàòåëü êîòîðîé áîëüøå. Íàïðèìåð, 5
11

5
7

� ,  ò. ê. 11 � 7.

Арифметические действия с обыкновенными дробями

Сложение (вычитание) дробей с одинаковыми знаменателями

m
n

p
n

m p
n

+ = +
,  m

n
p
n

m p
n

− = −
.  

Íàïðèìåð: 5
11

3
11

5 3
11

8
11

+ = + = .

Сложение (вычитание) дробей с разными знаменателями

m
n

p
q

m q p n
n q

+ = ⋅ + ⋅
⋅

,  m
n

p
q

m q p n
n q

− = ⋅ − ⋅
⋅

.  

Íàïðèìåð: 
5

12

7

18

5

12

7

18

15

36

14

36

15 14

36

29

36

3 2

+ = + = + = + =
/ /

.

Ïðè ñëîæåíèè ñìåøàííûõ äðîáåé íóæíî ñëîæèòü îòäåëüíî öåëûå è äðîáíûå ÷àñòè. 

Íàïðèìåð: 51
4

21
4

5 2 1
4

1
4

7 1
2

7 1
2

+ = + + + = + = .

Ïðè âû÷èòàíèè ñìåøàííûõ äðîáåé ñëåäóåò ðàçëè÷àòü ñëåäóþùèå ñëó÷àè:
à) äðîáíàÿ ÷àñòü óìåíüøàåìîãî áîëüøå èëè ðàâíà äðîáíîé ÷àñòè âû÷èòàåìîãî. Â ýòîì 

ñëó÷àå èç öåëîé ÷àñòè óìåíüøàåìîãî âû÷èòàþò öåëóþ ÷àñòü âû÷èòàåìîãî, à èç äðîáíîé 
÷àñòè óìåíüøàåìîãî — äðîáíóþ ÷àñòü âû÷èòàåìîãî. Íàïðèìåð:

5
5

8
3

5

12
5 3

5

8

5

12
2

15 10

24
2

5

24
2

5

24

3 2

− = − + − = + − = + =
/ /

;

á) äðîáíàÿ ÷àñòü óìåíüøàåìîãî ìåíüøå äðîáíîé ÷àñòè âû÷èòàåìîãî. Â ýòîì ñëó÷àå îäíó 
èç åäèíèö öåëîé ÷àñòè óìåíüøàåìîãî íóæíî çàìåíèòü ðàâíîé åé äðîáüþ. Íàïðèìåð:

5 6
11

2 9
11

5 2 6
11

9
11

3 6 9
11

2 1 6 9
11

2 11
11

6 9
11

211 6− = − + − = + − = + + − = + + − = + −− =9
11

2 8
11

.  

Умножение дробей

Óìíîæåíèå îáûêíîâåííûõ äðîáåé: a
b

c
d

a c
b d

⋅ = ⋅
⋅

.  Ïîëó÷åííóþ äðîáü, åñëè ýòî âîçìîæíî, 
ñîêðàùàþò. 

Íàïðèìåð: 2
5

3
13

2 3
5 13

6
65

⋅ = ⋅
⋅

= .

Ïðè óìíîæåíèè ñìåøàííûõ äðîáåé èõ ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâëÿþò â âèäå íåïðàâèëü-
íûõ äðîáåé, à çàòåì ïåðåìíîæàþò. 
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Íàïðèìåð: 31
2

4 1
4

7
2

17
4

7 17
2 4

119
8

147
8

⋅ = ⋅ = ⋅
⋅

= = .

Деление дробей

Äåëåíèå äðîáè íà äðîáü: a
b

c
d

a d
b c

: .= ⋅
⋅

 Íàïðèìåð: 3
5

2
7

3 7
5 2

21
10

: ;= ⋅
⋅

=  3
7

6
7

3 7
7 6

3
6

1
2

: .= ⋅
⋅

= =  

Äâà ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî îáðàòíûìè, åñëè èõ ïðîèçâåäåíèå ðàâíî 1. 
Åñëè íóæíî ðàçäåëèòü äðîáü íà äðîáü, â ñëó÷àå êîãäà îäíà èëè îáå äðîáè — ñìåøàí-

íûå, òî íóæíî ïðåäâàðèòåëüíî ïðåäñòàâèòü ñìåøàííóþ äðîáü â âèäå íåïðàâèëüíîé äðîáè. 

Íàïðèìåð: 23
5

11
2

13
5

3
2

13 2
5 3

26
15

111
15

: : .= = ⋅
⋅

= =

Десятичная дробь
Äðîáü, çíàìåíàòåëü êîòîðîé ðàâåí 10, 100, 1000 è ò. ä., íàçûâàþò äåñÿòè÷íîé äðîáüþ. 

Íàïðèìåð, 1
10

0 1� , ;  31
100

0 31� , ;  9
1000

0 009� , .  Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ äðîáü — ýòî 

äðóãàÿ ôîðìà çàïèñè äðîáè ñî çíàìåíàòåëåì 10n, ãäå n — íàòóðàëüíîå ÷èñëî.
Äëÿ äåñÿòè÷íûõ äðîáåé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå çíà÷àùåé öèôðû  ÷èñëà. 
Íàïðèìåð, â ÷èñëå 17,5103 øåñòü çíà÷àùèõ öèôð (1,7,5,1,0,3); â ÷èñëå 0,9007 ÷åòûðå 

çíà÷àùèå öèôðû (9,0,0,7); â ÷èñëå 0,007 îäíà çíà÷àùàÿ öèôðà (7).

ПРОЦЕНТЫ
Ïðîöåíòîì íàçûâàåòñÿ ñîòàÿ ÷àñòü êàêîãî-ëèáî ÷èñëà. Ïðîöåíò îáî çíà÷àåòñÿ çíàêîì 

«%». Åñëè äàííîå ÷èñëî ïðèíÿòî çà åäèíèöó, òî 1 % ñîñòàâëÿåò 0,01 ýòîãî ÷èñëà, 10 % 

ñîñòàâëÿþò 0,1 ÷èñëà, 25 % ñîñòàâëÿþò 0,25 ÷èñëà (èëè 1
4

 ÷èñëà) è ò. ä. ×òîáû ÷èñëî 

ïðîöåíòîâ âûðàçèòü â âèäå äðîáè, íóæíî ÷èñëî ïðîöåíòîâ ðàçäåëèòü íà 100. Íàïðèìåð, 
7 % � 0,07; 150 % � 1,5; 350 % � 3,5; 0,2 % � 0,002.

Нахождение процентов данного числа

×òîáû íàéòè p % îò ÷èñëà a, íàäî a óìíîæèòü íà 
p

100
:  x a

p= ⋅
100

.  Íàïðèìåð, 60 % îò 

90 ñîñòàâëÿþò 90 � 
60
100  � 54.

Нахождение числа по его процентам

Åñëè èçâåñòíî, ÷òî p % ÷èñëà a ðàâíî x, òî ÷èñëî a ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå a x
p

= ⋅100.  

Íàïðèìåð, åñëè 5 % âêëàäà â ñáåðáàíê ñîñòàâëÿþò 250 äîëëàðîâ, òî ýòîò âêëàä ðàâåí  

250• 
100
5 � 5000 (äîë ëàðîâ).
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Вспомните признаки делимости чисел. Заполните таблицу:

×èñëî äåëèòñÿ íà ×èñëî äåëèòñÿ íà

216 95

522 69

630 476

726 625

126 198

� Запишите формулы для арифметических действий с обыкновенными дробями:

m
n

p
n

+ =
  

m
n

p
q

− =
  

a
b

c
d

⋅ =   

a
b

c
d

: =   

Ответы на тестовые задания к неделе 1

1 — 7. 2 — 5. 3 — 36. 4 — 
1

7
. 5 — 12. 6 — 5. 7 — 7. 8 — 25. 9 — 8.

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10
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НЕДЕЛЯ 2 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
1.4 Преобразования выражений

1.4.1. Преобразования выражений, включающих арифметиче-
ские операции

АЛГЕБРАИЧЕСКИЕ ВЫРАЖЕНИЯ

Область определения алгебраического выражения
Ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ïåðåìåíûõ, ïðè êîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêîå âûðàæåíèå èìååò 

ñìûñë, íàçûâàåòñÿ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ àëãåáðàè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ. Íàïðèìåð, 

îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ 
5

2 6x �  ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ çíà÷åíèé x � R, 

êðîìå x � –3, ò. å. x � R \ –3. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ âûðàæåíèÿ 
7 3 5a b
a b�

 åñòü ìíîæåñòâî 

ïàð ÷èñåë (a; b), äëÿ êîòîðûõ a � b.

Умножение многочлена на многочлен
×òîáû óìíîæèòü ìíîãî÷ëåí íà ìíîãî÷ëåí, íàäî êàæäûé ÷ëåí ïåðâîãî ìíîãî÷ëåíà 

óìíî æèòü íà êàæäûé ÷ëåí âòîðîãî è ïîëó÷åííûå ïðîèçâåäåíèÿ ñëîæèòü. Ïðè óìíîæåíèè 
âûðàæåíèé íóæíî ïîìíèòü ïðàâèëà çíàêîâ, à èìåííî:

(�x) � (�y) � xy;  
(–x) � (–y) � xy;  
(�x) � (–y) � –xy;  
(–x) � (�y) � –xy.

Деление с остатком многочлена на многочлен
Òàêîå äåëåíèå âîçìîæíî, åñëè ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà, ñòîÿùåãî â ÷èñëèòåëå, áîëüøå èëè 

ðàâíà ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà, ñòîÿùåãî â çíàìåíàòåëå. ×òîáû íàéòè ÷àñòíîå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ, 
íóæíî ðàñïîëîæèòü ìíîãî÷ëåí äåëèìîãî è ìíîãî÷ëåí äåëèòåëÿ ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì 
ïåðåìåííîé è âûïîëíèòü äåëåíèå.

Ðàñïîëàãàåì îáà ìíîãî÷ëåíà ïî óáûâàþùèì ñòåïåíÿì è çàïèñûâàåì ðÿäîì, îòäåëèâ 
â ñòîëáèê. Ñíà÷àëà äåëèì ñòàðøèé ÷ëåí äåëèìîãî íà ñòàðøèé ÷ëåí äåëèòåëÿ è çàïèñûâàåì 
ðåçóëüòàò ïîä ãîðèçîíòàëüíîé ÷åðòîé. Çàòåì ïîä äåëèìûì ïîäïèñûâàåì ïðîèçâåäåíèå äå-
ëèòåëÿ íà óêàçàííûé ðåçóëüòàò è âû÷èòàåì ýòî ïðîèçâåäåíèå èç äåëèìîãî. Òåïåðü çàäà÷à 
ñâåëàñü ê äåëåíèþ íîâîãî ìíîãî÷ëåíà ìåíüøåé ñòåïåíè íà ïðåæíèé äåëèòåëü. Äàëüíåéøèå 
äåéñòâèÿ àíàëîãè÷íû îïèñàííûì. Â ðåçóëüòàòå ëèáî ìíîãî÷ëåí íàöåëî ðàçäåëèòñÿ íà ìíîãî-
÷ëåí (r(x) � 0), ëèáî ïîëó÷èòñÿ îñòàòîê.

Ïðèìåð . Ðàçäåëèòü x3 � x – 2 íà (x – 1).
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Ðåøåíèå.
x3 � x – 2 x – 1

– 
x3 – x2 x2 � x � 2 
x2 � x – 2

– 
x2 – x

2x – 2
– 

2x – 2
0

Îòñþäà x3 � x – 2 � (x – 1)(x2 � x � 2). Òàêèì îáðà-
çîì, ìíîãî÷ëåí x3 � x – 2 íàöåëî äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí 
(äâó÷ëåí) x – 1.

Îòâåò: 
x x

x
x x

3
22

1
2

+ −
−

= + + .  

Формулы сокращённого умножения
x2 – y2 � (x – y)(x � y);

(x � y)2 � x2 ��2xy � y2;

(x – y)2 � x2 – 2xy � y2;

(x � y � z)2 � x2 � y2 � z2 � 2(xy � xz � yz);

(x � y)3 � x3 � 3x2y � 3xy2 � y3;

(x – y)3 � x3 – 3x2y � 3xy2 – y3;

x3 – y3 � (x – y)(x2 � xy � y2);

x3 � y3 � (x � y)(x2 – xy � y2);

x3 � y3 � z3 – 3xyz ��
� (x � y � z)(x2 � y2 � z2 – xy – xz – yz).

Ïðèìåðû.
1. (4a)2 – (x � a)2 � (4a – (x � a))(4a � (x � a)) ��

� (3a – x)(5a � x).

2. 8x3 – 125y3 � (2x)3 – (5y)3 ��
� (2x – 5y) � ((2x)2 � 2x5y � (5y)2) � 
� (2x – 5y)(4x2 � 10xy � 25y2).

3. (3a – 2b)(9a2 � 6ab � 4b2) ��
� (3a – 2b) � ((3a)2 � 3a � 2b � (2b)2) ��
� (3a)3 – (2b)3 � 27a3 – 8b3.

Выделение полного квадрата двучлена 
из  квадратного трёхчлена

Ïóñòü äàí êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí ax2 � bx � c è íóæíî 
ïðåîáðàçîâàòü åãî ê âèäó a(x � m)2 � n. Äëÿ ýòîãî ïîñòó-
ïàåì ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Найдите значение выражения 

3a + b + 9c, 

если 9a + b = 21, 2b + 27c = 6. 

2. Найдите значение выражения 

p(a – 3) – p(a + 3), если p(a) = 4a.

3. Найдите значение выражения 
4q(y – 5) – q(4y), если q(y) = y – 2.

4. Найдите значение выражения 
7(t(3a) – 3t(a + 7)), если t(a) = a – 14.

5. Найдите p(x – 7) + p(13 – x), если 
p(x) = 2x + 1.

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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ax bx c a x
b
a

x
c
a

a x x
b
a

b
a

b
a

2 2 2
2 2

2
2 2 2

+ + = + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ cc
a

a x
b
a

b

a

c
a

a x
b
a

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
2 4 2

2 2

2

2

aa
b

a

c
a

a x
b
a

ac b
a

2

2

2 2

4 2

4

4
−

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+ −
.

Ïðèìåðû.
1. x2 – 4x � 1 � x2 – 2x2 � 22 – 22 � 1 � (x – 2)2 – 4 � 1 � (x – 2)2 – 3.

Îòâåò: x2 – 4x � 1 � (x – 2)2 – 3.

2. − + − = − − +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − − + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+2 7 3 2
7

2

3

2
2 2

7

4

7

4

7

4
2 2 2

2 2

x x x x x x
33

2
2

7

4

49
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3

2

2
7

4

2

2

2

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = − −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− +
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
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⎠⎟

−

x
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⎝
⎜⎜

⎞

⎠
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⎝⎜
⎞
⎠⎟

+x .

 

Îòâåò: − + − = − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+2 7 3 2
7

4
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x x x .  

Формулы, которые используют при разложении  
многочлена на множители

Äåéñòâèå Ôîðìóëà Ïðèìåð

Âûíåñåíèå îáùåãî 
ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè

ab � ac � a(b � c) 8a3 – 12ab2 � 4a(2a2 – 3b2)

Ãðóïïèðîâêà ac � ad � bc � bd �  
��a(c ��d) � b(c ��d) �  
��(c ��d)(a ��b)

a2 – ab – 3a � 3b � a(a – b) – 
– 3(a – b) � (a – b) (a – 3)

Ðàçíîñòü êâàäðàòîâ a2 – b2 � (a – b)(a � b) 16a4 – 64b6 � (4a2 – 8b3) ���
��(4a2 � 8b3)

Ðàçëîæåíèå íà ìíî-
æèòåëè òð¸õ÷ëåíà

a2 �  2ab � b2 � (a �  b)2 � 
� (a �  b)(a �  b)

a4 – 6a2 � 9 ��(a2)2 – 6a2 � 32 ��
� (a2 – 3)2 � (a2 – 3)(a2 � 3)

Êóá ñóììû (ðàçíîñòè) a3 �  3a2b � 3ab2 �  b3 ��
� (a �  b)(a �  b)(a �  b) � 
��(a �  b)3

x3 – 3x2 � 3x – 1 � (x – 1)3 �  
��(x – 1)(x – 1)(x – 1)

Ñóììà (ðàçíîñòü) 
êóáîâ

a3 �  b3 � (a �  b)�
��(a2 �  ab � b2)

a3 � 0,008 � (a � 0,2) ��
� (a2 – 0,2a � 0,04)

Разложение многочлена на множители
Ðàçëîæåíèåì ìíîãî÷ëåíà íà ìíîæèòåëè íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå ìíîãî÷ëåíà â ïðî-

èçâåäåíèå äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñðåäè êîòîðûõ ìîãóò áûòü è îäíî÷ëåíû. 
Ïåðâûé ñïîñîá. Âûíåñåíèå îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè: 10x2y – 5xy3 � 5xy(2x – y2).
Âòîðîé ñïîñîá. Ñïîñîá ãðóïïèðîâêè, ñîñòîÿùèé â òîì, ÷òî îáúåäèíÿþòñÿ â ãðóïïû ÷ëå-

íû, èìåþùèå îáùèå ìíîæèòåëè, è âûíîñèòñÿ çà ñêîáêè îáùèé ìíîæèòåëü êàæäîé èç ãðóïï. 
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Åñëè ïîñëå òàêîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ îáùèé ìíîæèòåëü îêàæåòñÿ ó âñåõ ïîëó÷èâøèõñÿ ãðóïï, 
òî åãî âûíîñÿò çà ñêîáêè:

5(x – 3y)2 – 4x � 12y � 5(x – 3y)2 – 4(x – 3y) � (x – 3y)(5(x – 3y) – 4) ��
��(x – 3y)(5x – 15y – 4); (x – 3y) — îáùèé ìíîæèòåëü.

Òðåòèé ñïîñîá. Ïðèìåíåíèå ôîðìóë ñîêðàù¸ííîãî óìíîæåíèÿ:

a2 � b2 � 2ab – 4c2 � (a � b)2 – (2c)2 � (a � b – 2c)(a � b � 2c).

×åòâ¸ðòûé ñïîñîá. Ðàçëîæåíèå êâàäðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè, åñëè 
èçâåñòíû åãî êîðíè. Çàáåãàÿ âïåð¸ä, çàìåòèì, ÷òî åñëè êâàäðàòíûé òð¸õ÷ëåí ax2 � bx � c 
èìååò äåéñòâèòåëüíûå êîðíè x1 è x2, òî îí ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ëèíåéíûå ìíîæèòåëè 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ax2 � bx � c � a(x – x1)(x – x2). Íàïðèìåð: 

x2 – 3x – 4 � (x � 1)(x – 4), ò. ê. x2 – 3x – 4 � 0 � x1 � –1, x2 � 4.

Квадратное уравнение
Êîðíè ïðèâåä¸ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñîîòíîøåíèÿ:

x2 � px � q � 0 �
x x p

x x q
1 2

1 2

+ = −
⋅ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

òîãäà x2 � px � q � (õ – õ1)(õ – õ2).
Èç òåîðåìû Âèåòà äëÿ íåïðèâåä¸ííîãî êâàäðàòíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî êîðíè êâà-

äðàòíîãî òð¸õ÷ëåíà ìîãóò áûòü íàéäåíû èç ñîîòíîøåíèÿ: 

ax2 � bx � c � 0 �
x x

b
a

x x
c
a

a
1 2

1 2

0
+ = −

⋅ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

≠
,

( ),

òîãäà ax2 � bx � c � à(õ – õ1)(õ – õ2).

АЛГЕБРАИЧЕСКАЯ ДРОБЬ. СОКРАЩЕНИЕ ДРОБЕЙ.  
ДЕЙСТВИЯ С  АЛГЕБРАИЧЕСКИМИ ДРОБЯМИ

Дробные рациональные выражения.  
Основное свойство рациональной дроби

Äðîáíûìè ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè (äðîáíî-ðàöèîíàëüíûìè âûðàæåíèÿìè) íà-
çûâàþòñÿ âûðàæåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè, êîòîðûå ìîãóò ñîäåðæàòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû-
÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, âîçâåäåíèÿ ïåðåìåííûõ â íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü è äåëåíèÿ íà âûðà-
æåíèÿ ñ ïåðåìåííûìè. Åñëè ðàññìàòðèâàòü âûðàæåíèÿ îò îäíîé ïåðåìåííîé, òî ïðèìåðîì 
äðîáíî-ðàöèîíàëüíîãî âûðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ:

P x

Q x

a x a x a x a

b x b x b x b
n

m

n n
n n

m m
m

( )

( )

...

...
=

+ + + +
+ + + +

−
−

−
−

0 1
1

1

0 1
1

1 mm

.

Ïðèìåð. 
x x
x xyz

m n

m nx

m
n

x

x y

x
x

2 2

3 2

35 6

9 3

6

5 1

− +
+

−
+

+
+ +

; ; ; .   
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Ðàöèîíàëüíîé äðîáüþ íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå 
P
Q

,  ãäå P è Q — ðàöèîíàëüíûå âûðàæå-

íèÿ, ïðè÷¸ì Q îáÿçàòåëüíî ñîäåðæèò ïåðåìåííûå. 

Ïðèìåð. 1

1

1

3

10

2

3 2
2

2

2

2

2 3 2

5

4x x

a bc

ax bx c

a a

m mn

x

x x

x x

x x+ +
+

+ +
+ +
+

+
− +

+ +
+

; ; ; ;
22 1+

.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè ìîæíî 

óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, îäíî÷ëåí èëè ìíîãî÷ëåí 

P
Q

P R
Q R

= ⋅
⋅

,  åñëè R � 0; 
P
Q

P R
Q R

� /
/

 — öåëîå ðàöèîíàëüíîå âûðàæåíèå.

Ïðèìåð. 

a b

a

a b

a

+
+

= +
+2 21

2

2 1

( )

( )
.  

1

5
1

1

15

1

3

15
1

5
1

15
1

15

1

3

3 15
2

3

2

3

2x x

x x

x x

x x

x+ +

+
=

+ +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + xx

x x

+
+

15

53
.

7 21

49 7

7 21

7
49 7

7

3

7

2

2

x x
x xy

x x
x

x xy
x

x
y

+
−

=

+

−
= +

−
,  x � 0, y ��7.

Îñíîâíîå ñâîéñòâî äðîáè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ ïåðåìåíû çíàêîâ ó ÷ëåíîâ äðîáè. 

Åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè 
P
Q

 óìíîæèòü íà (–1), òî ïîëó÷èì 
P
Q

P
Q

= −
−

.  Îòñþäà çíà-

÷åíèå äðîáè íå èçìåíèòñÿ, åñëè îäíîâðåìåííî èçìåíèòü çíàêè ó ÷èñëèòåëÿ è çíàìåíàòåëÿ. 
Åñëè æå èçìåíèòü çíàê òîëüêî ó ÷èñëèòåëÿ èëè òîëüêî ó çíàìåíàòåëÿ, òî è äðîáü èçìåíèò 

ñâîé çíàê: 
− =

−
= −P

Q
P
Q

P
Q

. Òàêæå ìîæíî çàïèñàòü: 
P
Q

P
Q

P
Q

= − − = −
−

.

Íàïðèìåð: 2 3

5 7

3 2

5 7

3 2

7 5

2 3

5 7

2 2 2 2−
− +

= − −
− +

= −
− +

= − −
−

x
x

x
x

x
x

x
x

;  
m n

n m
n m
m n

m n
m n

2 2 23

9

3

9

3

9

−
−

= −
−

= − −
−

= 

n m
n m

23

9
= − −

−
.

Сокращение рациональных дробей

Ñîêðàòèòü äðîáü — ýòî çíà÷èò ðàçäåëèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü äðîáè íà îáùèé ìíî-

æèòåëü. Âîçìîæíîñòü ïîäîáíîãî ðîäà ñîêðàùåíèÿ îáóñëîâëåíà îñíîâíûì ñâîéñòâîì äðîáè.

Äëÿ òîãî ÷òîáû ñîêðàòèòü ðàöèîíàëüíóþ äðîáü, íóæíî ïîïûòàòüñÿ ðàçëîæèòü íà ìíîæè-

òåëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü. Åñëè ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü èìåþò îáùèå ìíîæèòåëè, òî 

äðîáü ìîæíî ñîêðàòèòü. Åñëè îáùèõ ìíîæèòåëåé íåò, òî ïðåîáðàçîâàíèå äðîáè ïîñðåäñòâîì 

ñîêðàùåíèÿ íåâîçìîæíî.

Ïðèìåð 1. Ñîêðàòèòü äðîáü à) 
x y

x y

2 2

2

−
+( )

; á) 
3 6

42 2

a b

a b

�
�

.

Ðåøåíèå. à) 
x y

x y
x y x y

x y
x y2 2

2 2 2

−
+

= − +
+

= −
( )

( )( )

( )
.; á) 

3 6

4

3 2

2

3 2

2 2

3

22 2 2 2

a b

a b

a b

a b

a b
a b a b a b

−
−

= −
−

= −
− +

=
+

( )

( )

( )

( )( )
.  

Îòâåò: à) 
x y�

2
; á) 

3
2a b�

.  
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Приведение рациональных дробей к общему знаменателю
Îáùèì çíàìåíàòåëåì äâóõ èëè íåñêîëüêèõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé íàçûâàåòñÿ öåëîå ðà-

öèîíàëüíîå âûðàæåíèå, êîòîðîå äåëèòñÿ íà çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè. Äëÿ òîãî ÷òîáû 

íåñêîëüêî ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ, íåîáõîäèìî:
1) ðàçëîæèòü çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè íà ìíîæèòåëè, åñëè ýòî âîçìîæíî;
2) ñîñòàâèòü îáùèé çíàìåíàòåëü, âêëþ÷èâ â íåãî â êà÷åñòâå ñî ìíîæèòåëåé âñå ðàçëè÷íûå 

ìíîæèòåëè, ïîëó÷åííûå â ïóíê òå 1); åñëè íåêîòîðûé ìíîæèòåëü èìååòñÿ â íåñêîëüêèõ 
ðàçëîæåíèÿõ, òî îí áåð¸òñÿ ñ ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè, ðàâíûì íàèáîëüøåìó èç èìåþùèõñÿ;

3) îïðåäåëèòü äîïîëíèòåëüíûå ìíîæèòåëè äëÿ êàæäîé èç äðîáåé, äëÿ ÷åãî îáùèé çíàìåíà-
òåëü ðàçäåëèòü íà çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè;

4) óìíîæèòü ÷èñëèòåëü è çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè íà äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü.

Ïðèìåð. Ïðèâåñòè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ äðîáè: 1

9 42 2a a b( )
;

�
; 

5

36 724 3

n

a a b�
;  

3

20 403 2

m

a a b�
.

Ðåøåíèå. 9a(a2 – 4b2) � 9a(a – 2b)(a � 2b); 36a4 – 72a3b � 36a3(a – 2b); 
20a3 � 40a2b � 20a2(a � 2b).
Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë 9, 36, 20 — ýòî ÷èñëî 180. Îòñþäà îáùèé çíàìåíàòåëü 

èìååò âèä 180a3(a – 2b)(a � 2b). Äîïîëíèòåëüíûå ìíîæèòåëè: 20a2, 5(a � 2b), 9a(a – 2b) — 
äëÿ ïåðâîé, âòîðîé è òðåòüåé äðîáåé ñîîòâåòñòâåííî. Îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

1

9 4

1

9 2 2

20

180 2 22 2

2

3a a b a a b a b
a

a a b a b( ) ( )( ) ( )( )
;

−
=

− +
=

− +
 5

36 72

5

36 24 3 3

n

a a b

n

a a b−
=

−
=

( )
 

25 2

180 2 23

n a b

a a b a b
= +

− +
( )

( )( )
;  

3

20 40

3

20 2

27 2

180 2 23 2 2 3

m

a a b

m

a a b

am a b

a a b a b+
=

+
= −

− +( )

( )

( )( )
.  

Сложение и вычитание рациональных дробей
Ñóììà (ðàçíîñòü) äâóõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ñ îäèíàêîâûìè çíàìåíàòåëÿìè òîæäåñòâåí-

íî ðàâíà äðîáè ñ òåì æå çíàìåíàòåëåì è ñ ÷èñëèòåëåì, ðàâíûì ñóììå (ðàçíîñòè) ÷èñëèòåëåé 
èñõîäíûõ  äðîáåé:

P

Q

P

Q

P P

Q
1 2 1 2± =

±
.

Ïðèìåð. 
2 5

1

2 3

1

2 5 2 3

1

7

1
1

a
a

a
a

a a
a

a
a

a
+
−

+ −
−

= + + −
−

= −
−

≠, ;  
x

x y
y

x y
x y
x y

x y x y
x y

x y x y
2 2 2 2

−
−

−
= −

−
= − +

−
= + ≠( )( )

, .  

Ïðè ñëîæåíèè (èëè âû÷èòàíèè) ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé ñ ðàçíûìè çíàìåíàòåëÿìè íóæ-
íî ïðèâåñòè äðîáè ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ è âûïîëíèòü ñëîæåíèå (èëè âû÷èòàíèå) äðîáåé 
ñ îáùèì çíàìåíàòåëåì: P

Q

P

Q

Pm Pn

S
± =

±1

1

1 ,

ãäå m — äîïîëíèòåëüíûé ìíîæèòåëü äëÿ ïåðâîé äðîáè m
S
Q

=⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1

;  n — äîïîëíèòåëüíûé 

ìíîæèòåëü äëÿ âòîðîé äðîáè n
S
Q

=⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

1

;  S — îáùèé çíàìåíàòåëü. 

Ïðèìåð. Óïðîñòèòü âûðàæåíèå 
1 3

3 92 2 2b
a

b ab

b

b a
−

+
−

−
.

Ðåøåíèå. b2 � 3ab � b(b � 3a), b2 – 9a2 � b2 – (3a)2 � (b – 3a)(b � 3a).

1 3

3 9

1 3

3 3 3

3 3
2 2 2b

a

b ab

b

b a b
a

b b a
b

b a b a
b a b a−

+
−

−
= −

+
−

− +
= + −

( ) ( )( )

( )( )) ( )

( )( )

( )(

− − −
+ −

=

= − − + −
+ −

3 3

3 3

9 3 9

3 3

2

2 2 2 2

a b a b
b b a b a

b a ab a b
b b a b a)) ( )( ) ( ) ( )

.= −
+ −

= −
−

=
−

=
−

3

3 3

3

9

3

9

3

92 2 2 2 2 2

ab
b b a b a

ab

b b a

ab

b a b

a

a b

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36
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Умножение и деление рациональных дробей
Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé òîæäåñòâåííî ðàâíî äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé 

ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëèòåëåé, à çíàìåíàòåëü — ïðîèçâåäåíèþ çíàìåíàòåëåé ïåðåìíîæà-
åìûõ äðîáåé:

P

Q

P

Q

P P

Q Q
1

1

2

2

1 2

1 2

⋅ =
⋅
⋅

.

Ýòî ïðàâèëî ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ïðîèçâåäåíèå ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà äðîáåé.
×àñòíîå îò äåëåíèÿ äâóõ ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé òîæäåñòâåííî ðàâíî äðîáè, ÷èñëèòåëü 

êîòîðîé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ ÷èñëèòåëÿ ïåðâîé äðîáè íà çíàìåíàòåëü âòîðîé äðîáè, à çíàìå-
íàòåëü — ïðîèçâåäåíèþ çíàìåíàòåëÿ ïåðâîé äðîáè íà ÷èñëèòåëü âòîðîé äðîáè:

P

Q

P

Q

P Q

Q P
1

1

2

2

1 2

1 2

: .=
⋅
⋅

Åñëè äðîáü óìíîæàåòñÿ èëè äåëèòñÿ íå íà äðîáü, à íà ìíîãî÷ëåí R(x), òî óêàçàííûå âû-

øå ïðàâèëà îñòàþòñÿ â ñèëå, íî ìíîãî÷ëåí R(x) íåîáõîäèìî ïðåäñòàâèòü â âèäå R x
R x

( )
( )

.�
1

 

Íà ïðàêòèêå ïðè óìíîæåíèè èëè äåëåíèè ðàöèîíàëüíûõ äðîáåé îáû÷íî ïðåäâàðèòåëüíî 
ðàçëàãàþò íà ìíîæèòåëè ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè èñõîäíûõ äðîáåé (åñëè ýòî âîçìîæíî).

Ïðèìåð 1 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå à) 
x x

x x x

x x

x
A

2

2 2

3 2

3

4 4

3 4 4

4

2

+ +
− +

⋅ −
+

=
( )

( )

( )
.

Ðåøåíèå. 
x x

x x x

x

x x

2

2 2

2

2 2

4 4

3 4 4

2

3 2

+ +
− +

= +
−( )

( )

( )
;

x x

x

x x x

x

x x

x

3 2

3

3

3

3

2

4

2

2 2

2

2

2

( )

( )

( )( )

( )

( )

( )
;

−

+
=

− +

+
=

−

+
 

A
x

x x

x x

x

x
x

= +
−

⋅ −
+

=
−

( )

( )

( )

( ) ( )
.

2

3 2

2

2 3 2

2

2 2

3

2

Îòâåò: x
x3 2( )

.
�  

Ïðèìåð 2 . Óïðîñòèòü âûðàæåíèå a b a
ab

a ab a
ab

A+ −
−( ) + −

−( ) =
1 1

: .

Ðåøåíèå. a
b a

ab
a ab b a

ab
a a b b a

ab
b a b

ab
b a+ −

−
= − + −

−
= − + −

−
= −

−
= −

1

1

1 1 1

1

1

2 2 2( ) ( )

−−
= − +

−ab
b a a

ab
( )( )

;
1 1

1

a
ab a

ab
a ab ab a

ab
a a b ab a

ab
ab a b

ab
ab+ −

−
= − + −

−
= − + −

−
= −

−
=

1

1

1 1 1

12 2( ) ( −−
−

a
ab

)
;

1
 

A
b a a

ab
ab a

ab
b a a ab

ab ab
= − +

−
−

−
= − + −

− −
( )( )

:
( ) ( )( )( )

( ) (
1 1

1
1

1
1 1 1

1 1 aa
a

a)
.= +1
 

Îòâåò: 1� a
a

.

Возведение рациональных дробей в степень
Ñòåïåíü ðàöèîíàëüíîé äðîáè òîæäåñòâåííî ðàâíà äðîáè, ó êîòîðîé ÷èñëèòåëü åñòü ñòå-

ïåíü ÷èñëèòåëÿ, à çíàìåíàòåëü — ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ: 

P
Q

P

Q

n n

n

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= .

Ïðèìåð. 
x
xy y

x x
y x

x
y

x2
3 3 3

9

3

3 3

3

3 3−
+

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = − +

+
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = −( )( )

( )

( )33

3y
;
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините соответствующие части равенств для формул сокращённого умножения:

x2 – y2 � � x2 – 2xy � y2

(x � y)2 � � x3 – 3x2y � 3xy2 – y3

(x – y)2 � � x3 � 3x2y � 3xy2 � y3

(x � y � z)2 � � (x – y)(x2 � xy � y2)

(x � y)3 � � (x – y)(x � y)

(x – y)3 � � (x � y � z)(x2 � y2 � z2 – xy – xz – yz)

x3 – y3 � � x2 � y2 � z2 � 2(xy � xz � yz)

x3 � y3 � � x2 ��2xy � y2

x3 � y3 � z3 – 3xyz � � (x � y)(x2 – xy � y2)

Ответы на тестовые задания к неделе 2
1 — 9. 2 — –24. 3 — –26. 4 — 49. 5 — 14.

1

2

3

4

5

6

7

8

9
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13

14
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17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31
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33

34

35
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НЕДЕЛЯ 3 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
1.1 Числа, корни и степени

1.1.2. Степень с натуральным показателем
1.1.4. Степень с целым показателем
1.1.6. Степень с рациональным показателем и её свойства
1.1.7. Свойства степени с действительным показателем

1.4 Преобразования выражений
1.4.2. Преобразования выражений, включающих операцию 

возведения в степень

СТЕПЕНЬ С  РАЦИОНАЛЬНЫМ ПОКАЗАТЕЛЕМ

Понятие степени с рациональным показателем

Степень с натуральным показателем
ï-é íàòóðàëüíîé ñòåïåíüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà à íàçûâàåòñÿ äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî b, 

ïîëó÷àåìîå â ðåçóëüòàòå óìíîæåíèÿ ÷èñëà à ñàìîãî íà ñåáÿ ï ðàç:

a b a a a ... an

n

= = ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
ðàç

� ��� ��� .

ï-óþ ñòåïåíü ÷èñëà à îáîçíà÷àþò àï è ïèøóò: b���an.
×èñëî à íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì ñòåïåíè, à ÷èñëî ï — ïîêàçàòåëåì ñòåïåíè (ï���2, n � Z).

0n���0, 1n���1, a1���a.

Íàïðèìåð: 51���5; 34���3���3���3���3���81; (�2)3���(�2)���(�2)���(�2)����8.

Степень с целым показателем
Ïðè à � 0 ïî îïðåäåëåíèþ à0���1,�00 — íå îïðåäåëåíî.

Ïðè à � 0 ïî îïðåäåëåíèþ a
a

n
n

− = 1
 (ï — íàòóðàëüíîå ÷èñëî).

Íàïðèìåð: 8
1

8
1− = ;  5

1

5

1

125
3

3
− = = ;  ( )

( )
;− =

−
=−3

1

3

1

9
2

2
 0–5 — íå îïðåäåëåíî.

Степень с рациональным показателем 

a
n
m � anm , 

ãäå a � 0, m ��N, m � 2, n � Z.

Íàïðèìåð: 25 25 25 5
1

2 1� � � ;  4 4 16
2

3 23 3� � ;  2 2
1

8

3

5 35 5
− −= = .  a an n

1

� , à���0, 

ï — íàòóðàëüíîå ÷èñëî, ï���2; 27 27 3
1

3 3� � ;  2 2
1

5 5� . 
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Свойства степени с рациональным 
показателем

Произведение степеней с одинаковыми 
основаниями

Ïðè óìíîæåíèè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíè-
ÿìè îñíîâàíèå îñòàâëÿþò ïðåæíèì, à ïîêàçàòåëè ñòåïå-
íåé ñêëàäûâàþò:

ap���aq���ap+q (ap+q���ap���aq).
Ïðèìåð 1. Ïðåäñòàâüòå âûðàæåíèå â âèäå ñòåïåíè:

à) b b b b
2

3

1

2

2

3

1

2

7

6⋅ = =
+

;    

á) x x x x x x
1

2

1

4

3

4

1

2

1

4

3

4

1

2

1

2 0 1⋅ ⋅ = = = =
− + − −

 ïðè õ � 0.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) 2 2
4

5

11

5� ;  á) 5 5
2

7

5

7� .
Ðåøåíèå.

à) 2 2 2 2 2 8
4

5

11

5

4

5

11

5

15

5 3⋅ = = = =
+

;  

á) 5 5 5 5 5
2

7

5

7

2

7

5

7 1⋅ = = =
+

.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòå: 

1

27

27

1
27 3 3 3 3

1

3

1

3
1

3 3
1

3
3

1

3 1⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = = = =
− ⋅

( ) ; 

16

0 0625

0 0625

16

0 0625

16

0 5

2

1

4

1

4

1

4

1

4

4
1

4

,

, , ( , )

(

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =
−

44
1

4

4
1

4

4
1

4

1

1

0 5

2

0 5

2
0 25

)

, ,
, .

=

= = =
⋅

⋅

Частное степеней  
с одинаковыми основаниями

Ïðè äåëåíèè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûìè îñíîâàíèÿìè 
îñíîâàíèå îñòàåòñÿ ïðåæíèì, à èç ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè 
äåëèìîãî âû÷èòàþò ïîêàçàòåëü ñòåïåíè äåëèòåëÿ:

ap : aq���ap–q; a a a
a

a
p q p q

p

q
− = =

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟:  èëè 

a

a
a

p

q
p q= − .

Ï ð è ì å ð  1. Óïðîñòèòå: 

à) a a a a a
13

15

2

3

13

15

2

3

3

15

1

5: ;= = =
−

1. Найдите значение выражения: 

x x
x

8 7

13
�  

при x � 3.

2. Найдите значение выражения 

y y
y

− −

−
⋅9 5

16
 

при y � –3.

3. Найдите значение выражения 

0 04 5

125 5

7 6

5 3

,
.

( ) ⋅

−( ) ⋅ −( )−

 
 
 

4. Найдите значение выражения 

12 46 3 7 2
a a y− − −⋅ −( )  

при a � 4728,  y = −1 .
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á) y y y y y
5

9

1

6

5

9

1

6
5

9

1

6

13

18: ;
− − −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

+
= = =  

â) 
z

z
z z z

−

−
− − − − += = =

0 3

0 8
0 3 0 8 0 3 0 8 0 5

,

,
, ( , ) , , , .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: 

128 32

81 64

2 2

9 4

2 2

9 4

2 2

9 4

1

9

7 5

3

77 55

2 33

7

7

5

5

2

2

3

3

⋅
⋅

= ⋅

⋅
= ⋅

⋅

= ⋅
⋅

= .  

Степень степени
Ïðè âîçâåäåíèè ñòåïåíè â ñòåïåíü íóæíî ïîêàçàòåëè 

ñòåïåíåé ïåðåìíîæèòü, à îñíîâàíèå îñòàâèòü ïðåæíèì:

(ap)q���apq (apq���aq���ap).

Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå:

à) x x x
4

7

7

9 4

7

7

9

4

9( ) = =
⋅

;  á) ( ) ., , ,a a a− − ⋅ −= =1 8
4

9
1 8

4

9 0 8

Ïðèìåð 2. Ïðåäñòàâüòå âûðàæåíèå â âèäå ñòåïåíè 
ñ äðîáíûì ïîêàçàòåëåì:

b b b b b b b34
3

4

1

2

1

4 3

4

1

8

7

8= ( ) = ⋅ = .  
Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòå:

à) 
4

5

4

5

4

5

16

25

3
2

3 3
2

3
2⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
− − − ⋅ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

;

á) 16 16 16 2 2 2 8
1

3

9

4 1

3

9

4

3

4 4
3

4
4

3

4 3( ) = = = = = =
⋅ ⋅

( ) .

Степень произведения и частного
ð-ÿ ñòåïåíü ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ð-õ 

ñòåïåíåé ìíîæèòåëåé:

(ab)p���ap���bp ((ap ��bp)���(ab)p).

ð-ÿ ñòåïåíü äðîáè ðàâíà ð-é ñòåïåíè ÷èñëèòåëÿ, äåë¸í-
íîé íà ð-óþ ñòåïåíü çíàìåíàòåëÿ:

a
b

a

b

p p

p

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =  

a

b

a

b

p

p

p

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ;

a
b

b
a

p p⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

.

Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ:

à) ( ) ( ) ( ) ;a b a b a b a b ab3 6
1

3 3
1

3 6
1

3
3

1

3
6

1

3 1 2 2= ⋅ = ⋅ = =
⋅ ⋅

5. Найдите значение выражения t t
t

7 9

12
�  

при t � –5.

6. Найдите значение выражения 

18 2
36 9

6 8

3 9
⋅
⋅

−

− .

 
 

7. Найдите значение выражения 

5
25

8 5

3 25

,

, .

 
 

8. Найдите значение выражения 

7 75 9 6 5+ − −⋅ .

9. Найдите значение выражения 

8
2
3

1
15

3
5

p

p p�

.
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á) x y x y x y

x y xy

− −

−
−

−

− − − ⋅ − − ⋅ −( ) = ( ) ⋅ = =

= =

1

4 2

4 1

4

4

2 4
1

4
4 2 4

1 8 8

( )

;

( ) ( )

â) 
b

x

b

x

b

x

b

x

b

x

3

6

1

3 3
1

3

6
1

3

3
1

3

6
1

3

1

2 2

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
= = = =

⋅

⋅

( )

( )

.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: 

à) 
9 5

75

3 75

5

3 3 5
3

2

2

3

1

3

4
2

3

2

2

3

3

4 2
3

2 2⋅
⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟ =

⋅
⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

=
⋅ ⋅

−

−

⋅
( )

55

3 3 5

5

3 5 3

2

3

3

4

3 2

2

3

3

4
4 2

2

3

3

4
4

3

4

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

=

=
⋅ ⋅⎛

⎝
⎜
⎜

⎞

⎠
⎟
⎟

= ⋅( ) =
−

( ) ⋅⋅ ( ) =

= ⋅ = ⋅ =
⋅ ⋅

5

3 5 3 5 135

4

3

3

4

4
3

4

4

3

3

4 3 ;

á) 
4 2

2 64

25 5

9 3

0 7 0 4

1
1

3

3

4 0 3 1 4

1

4 2 5

1
, , , ,

,

⋅

⋅

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

⋅ ⋅

⋅

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

−

− − −

22

2 0 7 0 4

1 6
1

3

3

4 2 0 3 1 4

2
1

4

2 2

2 2

5 5

3

=

= ⋅

⋅

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

⋅ ⋅

⋅

−

− −

( )

( )

( )

( )

, , , ,
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2 2

2 2

5 5

3

2 5

1

2

1 4 0 4

1 2

3

4 0 6 1 4

1

2

−

−

− −

⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟

=

= ⋅
⋅

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ ⋅ ⋅

,

, , , ,

⋅⋅

⎛

⎝

⎜
⎜⎜

⎞

⎠

⎟
⎟⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

= ⋅

−
− −

3

2

2

5

3

2

2 5

1

2

3

3

4 2

2

1

2

4
3

4

,

( ) (55 3 2 5 3 1202
1

2 2
1

2 3) ( ) .⋅ = ⋅ ⋅ =

 

Сравнение степеней  
с различными основаниями

Ïóñòü r — ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî è 0 < a < b. Òîãäà

ar < br ïðè r > 0,
ar > br ïðè r < 0.

Ïðèìåð 1. Ñðàâíèòå: à) 2
1

2  è 3
1

2;  á) 0 3
1

2,  è 0 5
1

2, ;  

â) 7
1

3  è 7
2

6.
Ðåøåíèå.

à) Òàê êàê 0 < 2 < 3 è 
1

2
 > 0, òî 2 3

1

2

1

2� ;

10. Найдите значение выражения 

45–8,3 � 99,3 : 5–7,3.

11. Найдите значение выражения 

7
4 610

2 13
b b
b

( ) ⋅
( ) ,

 

при b � 0.

12. Найдите значение выражения 

3 81
4
7

3
28� .

13. Найдите значение выражения 

( ) ,

,
16

3
2 3 6

5 1
y y

y
�  при y � 0.

14. Найдите значение выражения 

362 � 93 : 324.

15. Найдите значение выражения 

96 � 138 : 1176.
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á) Òàê êàê 0 < 0,3 < 0,5 è 
1

2
 > 0, òî 0 3 0 5

1

2

1

2, ,� ; â) 7 7
2

6

1

3� .  

Ïðèìåð 2. Ñðàâíèòå: à) 5
2

7  è 3
2

7;  á) (�8)–15 è (�7)–15.
Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó 5 > 3, òî 5 3
2

7

2

7� .
á) Òàê êàê 7 < 8, òî 7–15 > 8–15, òîãäà �7–15 < �8–15 èëè (�7)–15 < (�8)–15.

Ïðèìåð 3. Ñðåäè âñåõ ÷¸òíûõ ÷èñåë, êîòîðûå áîëüøå 794 ,  óêàæèòå íàèìåíüøåå.
Ðåøåíèå.

Ïîñêîëüêó 2 79 34� � ,  òî ÷¸òíûìè ÷èñëàìè, êîòîðûå áîëüøå 794 ,  ÿâëÿþòñÿ 4, 6, 8, …, 
à íàèìåíüøèì ÷èñëîì ÿâëÿåòñÿ 4.

Îòâåò: 4.

Сравнение различных степеней с одинаковыми основаниями
Äëÿ ëþáûõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë r è s èç íåðàâåíñòâà r > s ñëåäóåò, ÷òî

ar > as ïðè a > 1,
ar < as ïðè 0 < a < 1.

Ïðèìåð 1. Ñðàâíèòå: à) 2 3  è 2 2;  á) 2–3 è 2–4; â) 2 2�  è 2 3� .
Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó 3 2� ,  è 2 > 1, òî 2 23 2� .

á) Ïîñêîëüêó �3 > �4, è 2 > 1, òî 2–3 > 2–4.

â) Ïîñêîëüêó − > −2 3,  è 2 > 1, òî 2 22 3− −> .

Ïðèìåð 2. Ñðàâíèòå: à) 
1

2

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 è 
1

2

3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

;  á) 
1

2

1

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 è 
1

2

0 5⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,

;  â) 
1

2

3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

 è 
1

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−π

.

Ðåøåíèå. 

à) Ïîñêîëüêó 2 3 0
1

2
1� � �è ,  òî 

1

2

1

2

2 3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

.

á) Ïîñêîëüêó 
1

2
0 5 0

1

2
1= < <, ,è  òî 

1

2

1

2

1

2
0 5⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

,

.  

â) Ïîñêîëüêó �3 > ��� 0
1

2
1� �è ,  òî 

1

2

1

2

3⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− −π

.  

Произведение и частное степеней с одинаковыми основаниями

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) 
6 6

6 36

1

3 1 5

6 3

�
�

,

;  á) 
4 8

2

4
3

4

14

⋅
−

.

Ðåøåíèå. 

à) 
6 6

6 36

6 6

6 6

6

6

6

1

3 1 5

6 3

1

3 1 5

1

6

2

3

1

3
1 5

1

6

2

3

1

3
1 5

1

6

2

3⋅
⋅

= ⋅

⋅

= =
+

+

+ − −, , ,
,

== =
−

6 6
1 5

1

2
,

;
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á) 
4 8

2

2 2

2

2 2

2

2 2 8
4

3

4

14

2

4 3
3

4

1

4

1

2

9

4

1

4

1

2

9

4

1

4 3⋅ = ⋅ = ⋅ = = =
− − −

+ +( )
.

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå: 
xy x

x y

4

5 1 53

35

⋅
−

,

.  

Ðåøåíèå. 
xy x

x y

x y x

x y

x y x

x

4

5 1 53

35

1

2

4

5

1

2
1 5

1

3

3

5

0 5 0 4 0 5⋅
=

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

⋅

=
− −

,

,

, , ,
( )

⋅⋅
= = =−

+ − +

y
x y x y y

0 6
0 5 0 5 1 0 4 0 6 0 1

,
, , , , .  

Другие комбинации свойств степеней

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 
49

7
6

1

0 5
0 5−

−
+

−

−
d

d
d

,
, ,  åñëè d � 64.

Ðåøåíèå. 49

7
6

7 7

7
6 7

1

0 5
0 5

0 5 0 5

0 5
0 5 0−

−
+ = − +

−
+ = +

−

−

− −

−
−d

d
d

d d

d
d d

,
,

, ,

,
, ,( )( ) 55 0 56+ =d ,  

= + + ⋅ = + + ⋅ = + + =
−

7 64 6 64 7
1

64
6 64 7

1

8
48 55

1

8

1

2

1

2 .  

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: 4 4 0 25 3 2 0 51 5 0 25 3 5 1 25⋅ ⋅ − ⋅ ⋅− −, , , ,, , .  

Ðåøåíèå. 4 4 0 25 3 2 0 5 4 4 4 3 2 21 5 0 25 3 5 1 25
3

4 1
1

4

7

4 1⋅ ⋅ − ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅− − − − −, , , ,, , ( ) ( ))
−

=
5

4 42 � 3 � 23 ��
� 16 � 24 � �8.

Тождественные преобразования степенных выражений
Íà ïðèìåðàõ ðàññìîòðèì òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé, ñîäåðæàùèõ ñòåïå-

íè ñ ðà öèîíàëüíûìè ïîêàçàòåëÿìè.
Ïðèìåð 1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 

8 4

4 2 2

2 2

2 2 2

2 2

2

234

36

3

4

2

3

1

4

2 3
1

2

1

6

3

4

1

6

5
1

2

1

6

11

12

⋅ ⋅
=

⋅ ( )
⋅ ⋅( )

=
⋅

( )
=

22

1
11

12

= .

Ïðèìåð 2.

40 2 5 2 5 2 5 2 5 2 5 104
1

4

3

4 34
1

4

3

4

3

4

1

4

1

4

3

4 1 1⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ =
− + +

: .  

Ïðèìåð 3. Ïðåîáðàçóéòå âûðàæåíèå:

a b

a b

a b

a b

a b a b

a

1

2

1

2

1

4

1

4

1

4

2 1

4

2

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

−

+

=
( ) − ( )

+

=
−( ) +( )

+ bb

a b
1

4

1

4

1

4= − .
 

37

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

3



Ïðèìåð 4. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

a b

a a b b

a b

a a b

1 2 2 1

0 8 0 4 0 7 1 4

0 4 3 0 7 3

0 4 2 0 4 0

, ,

, , , ,

, ,

, , ,

( ) ( )

( )

−
+ +

=
−

+ 77 0 7 2

0 4 0 7 0 4 2 0 4 0 7 0 7 2

0 4 2 0+
=

− + +
+( )

( )(( ) ( ) )

( ),

, , , , , ,

,b

a b a a b b

a a ,, , ,

, ,

( )

.

4 0 7 0 7 2

0 4 0 7

b b

a b

+
=

= −
 

Ïðèìåð 5. Ñîêðàòèòå äðîáü:

x y x y

x x y

x y x y

x x y

y

x

1

2

1

4

1

4

1

2

3

4

1

2

1

4

1

4

1

4

1

4

1

4

1

2

1

4

1

4

1

4

1

4

+

+

=
+( )

+( ) = == ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

y
x

1

4
.
 

Ïðèìåð 6. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå:

a

a

a

a a
a a0 5

0 5

0 5

0 5

2 0 5 2 0 52

2

2

2

16

4

2 2,

,

,

,

, ,( ) (+
−

+ −
+

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = + + − ))2

2
16

4

−
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

a

= + ⋅ ⋅ + + − ⋅ ⋅ + −
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =( ) ( ), , , ,a a a a

a

0 5 2 0 5 2 0 5 2 0 5 2 2
2 2 2 2 2 2 16

4
 

= + + + − + −
−

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = −

−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= −a a a a
a

a
a

a
a

4 4 4 4 16

4

2 8

4

2 40 5 0 5 2 2, , ( )

−−
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =
4

2 4
2

2 .
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините соответствующие части равенств для свойств степени:

a
n
m � ap q= −

ap���aq�� ��ap���bp

a

a

p

q
=

a

b

p

p
=

(ap)q��� � anm

(ab)p��� b
a

p

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

a
b

p⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ = ��ap+q

a
b

p⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
−

��apq

Ответы на тестовые задания к неделе 3
1 — 9. 2 — 9. 3 — 625. 4 — 0,75. 5 — 625. 6 — 16. 7 — 25. 8 — 343. 9 — 8. 10 — 1,8. 11 — 49. 12 — 3.  13 — 64.  
14 — 2916. 15 — 169.
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НЕДЕЛЯ 4 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
1.1 Числа, корни и степени

1.1.5. Корень степени n > 1 и его свойства
1.4 Преобразования выражений

1.4.3. Преобразования выражений, включающих корни нату-
ральной степени

Понятие корня степени n

Êîðíåì ñòåïåíè n èç ÷èñëà à íàçûâàåòñÿ òàêîå ÷èñëî, ï-ÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà à;  
à — äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.

Íàïðèìåð, êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè èç 8 ðàâåí 2, ïîñêîëüêó 23���8; êîðåíü ÷åòâ¸ðòîé ñòå-
ïåíè èç ÷èñëà 16 ðàâåí 2 èëè �2, ïîñêîëüêó 24���16 è (�2)4���16; êîðåíü äåñÿòîé ñòåïåíè èç 
0 ðàâåí 0, ïîñêîëüêó 010���0.

Ñîãëàñíî ýòîìó îïðåäåëåíèþ êîðåíü ñòåïåíè ï — ýòî êîðåíü óðàâíåíèÿ xn���a. ×èñëî 
êîðíåé ýòîãî óðàâíåíèÿ çàâèñèò îò ï è à.

Åñëè ï — ÷¸òíîå, òî åñòü n���2k, k � N, òî óðàâíåíèå x2k���a èìååò äâà êîðíÿ, åñëè a > 0; 
îäèí êîðåíü, åñëè à���0; íå èìååò êîðíåé, åñëè a < 0.

2k 2k 2k

Åñëè ï — íå÷¸òíîå, òî åñòü n���2k ��1, k � N, òî óðàâíåíèå x2k–1���a âñåãäà èìååò òîëüêî 
îäèí êîðåíü.

2k–1
=

=

Íåîòðèöàòåëüíûé êîðåíü óðàâíåíèÿ xn���a íàçûâàþò àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì ï-é ñòåïå-
íè èç ÷èñëà à.

Àðèôìåòè÷åñêèì êîðíåì ñòåïåíè n èç íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà à íàçûâàåòñÿ òàêîå íå-
îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, ï-ÿ ñòåïåíü êîòîðîãî ðàâíà à.

Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü ñòåïåíè n èç ÷èñëà à îáîçíà÷àþò òàê: an .  ×èñëî ï íàçûâàþò 
ïîêàçàòåëåì êîðíÿ, ÷èñëî à — ïîäêîðåííûì âûðàæåíèåì.

Åñëè ï���2, òî âìåñòî a2  ïèøóò a  è íàçûâàþò àðèôìåòè÷åñêèì êâàäðàòíûì êîðíåì.
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Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü òðåòüåé ñòåïåíè íàçûâàþò 
êóáè÷åñêèì êîðíåì.

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ïîíÿòíî, ÷òî ðå÷ü èä¸ò îá àðèô-
ìåòè÷åñêîì êîðíå ñòåïåíè ï, êîðîòêî ãîâîðÿò «êîðåíü 
ñòåïåíè ï» èëè «êîðåíü ï-é ñòåïåíè».

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå çíà÷åíèå: à) 83 ;  á) 814 ;  â) 15 ;  

ã) 0100 .
Ðåøåíèå.

à) 8 23 � ,  ïîñêîëüêó 23���8 è 2 > 0;

á) 81 34 � ,  ïîñêîëüêó 34���81 è 3 > 0;

â) 1 15 � ,  ïîñêîëüêó 15���1 è 1 > 0;

ã) 0 0100 � ,  ïîñêîëüêó 0100���0 è 0���0.

Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü ÷¸òíîé ñòåïåíè ñóùåñòâóåò 
òîëüêî èç íåîòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë:

a x a k Nk2 0= ≥ ∈, , .  

Àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü íå÷¸òíîé ñòåïåíè ñóùåñòâó-
åò èç ëþáîãî ÷èñëà, ïîñêîëüêó

− = − ∈+ +a a k Nk k2 1 2 1 , .  

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå çíà÷åíèå: à) �83 ;  á) �2435 .  
Ðåøåíèå.

à) − = − = −8 8 23 3 ; 

á) − = − = −243 243 35 5 . 

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêîãî 
êîðíÿ ñòåïåíè ï ñëåäóåò:

1. Åñëè an  ñóùåñòâóåò, òî ( ) .a an n �

2. a a
a a

a a k N
kk 22 0

0
= =

− < ∈
⎧
⎨
⎩

, ;

, , .

åñëè

åñëè ãäå

�
 

3. a akk 2 12 1 ++ = ,  ãäå k � N. 

Ïðèìåð 3. Íàéäèòå àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü

( )a b� 88  ïðè à) a ��b; á) a < b.

Ðåøåíèå. ( ) .a b a b− = −88  

à) åñëè a � b, òî a � b � 0 è |a � b|���a � b, ñëåäîâà-

òåëüíî, ( ) ;a b a b− = −88  

á) åñëè a < b, òî a � b < 0 è |a � b|����(a � b)���b � a, 

ñëåäîâàòåëüíî, ( ) .a b b a− = −88

1. Найдите значение выражения 

5 2 6 5 2 6
2

− − +( ) .

2. Найдите f(4 + x) + f(4 – x), если 

f x x x( ) .= − +83 3

3. Найдите значение выражения 

1 2 3 2 25 10− ⋅ + .

4. Найдите значение выражения 

a

a a6 12�
при a � 144.

 

5. Найдите значение выражения 

2 3 7 4 33 6− ⋅ + .

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Свойства корня степени n

Корень из произведения и произведение корней
Êîðåíü èç ïðîèçâåäåíèÿ íåîòðèöàòåëüíûõ ìíîæèòå-

ëåé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ êîðíåé èç ýòèõ ìíîæèòåëåé:

åñëè a � 0, b � 0, òî ab a bn n n= ⋅ .  

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ëåâóþ 
è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, âûðàæàþùåå ïðà-
âèëî óìíîæåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé ï-é ñòåïåíè:

a b abn n n⋅ = ,  ãäå a � 0, b � 0.

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé: 

à )  0 027 1253 , ;�  á) 256 0 00814 � , .

Ðåøåíèå.

à) 0 027 125 0 027 125 0 3 5 1 53 3 3, , , , ;⋅ = ⋅ = ⋅ =

á) 256 0 0081 256 0 0081 4 0 3 1 24 4 4⋅ = ⋅ = ⋅ =, , , , .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) 2 5003 3� ;  á) 324 44 4� .

Ðåøåíèå.

à) 2 500 1000 103 3 3⋅ = = ;  

á) 324 4 324 4 18 2 3 2 64 4 4 2 24 4 44⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ = .

Ïðèìåð 3. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 

( ) .7 2 10 7 2 10 2+ + −  

Ðåøåíèå.

( )

( )

( )

7 2 10 7 2 10

7 2 10 2 7 2 10

7 2 10 7 2 10

7 2 10 2 7

2

2

2

2

+ + − =

= + + + ×

× − + − =

= + + −− + − =

= + − ⋅ = + ⋅ =

( )

.

2 10 7 2 10

14 2 49 4 10 14 2 3 20

2

 

Ïðèìåð 4. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 

4 2 2 4 2 23 3+ ⋅ − . 

Ðåøåíèå.

4 2 2 4 2 2 4 2 2 4 2 2

4 2 2 16 8 8 2

3 3 3

2 23 3 3

+ ⋅ − = + − =

= − = − = =

( )( )

( ) .  

6. Найдите значение выражения 

14 8

2

304 1012

524

⋅ − ⋅

⋅

x x

x
 

при x > 0.

 

7. Найдите ϕ
ϕ
( )
( )

,
4
4

−
+

x
x

 если 

ϕ( ) ( )x x x= −83  при |x| � 4.

 

8. Найдите значение выражения 

7 2
7 2

11 4 7
3

−
+

−
−

.

 

9. Найдите значение выражения 
3 8

9 2 3 4
33 3

3−
+ +

− .

 

10. Найдите значение выражения 

16 5

7

323 48

812

m m

m

+

⋅
.

 
 

11. Найдите q x
q x
3
3

+( )
−( ) ,

 если 

q x x x( ) = −( )65 .
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Корень из частного и частное корней
Êîðåíü èç ÷àñòíîãî, äåëèìîå êîòîðîãî íåîòðèöàòåëüíîå, à äåëèòåëü ïîëîæèòåëüíûé, 

ðàâåí ÷àñòíîìó êîðíþ èç äåëèìîãî, äåë¸ííîìó íà êîðåíü èç äåëèòåëÿ:

åñëè a � 0 è b > 0, òî 
a

b

a

b
n

n

n
� .

Ïîìåíÿâ ìåñòàìè â ïîñëåäíåì ðàâåíñòâå ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè, ïîëó÷èì ðàâåíñòâî, âû-
ðàæàþùåå ïðàâèëî äåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ êîðíåé ï-é ñòåïåíè:

a

b

a
b

n

n
n� ,  ãäå a � 0, b > 0.

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé: à) 
125

1000
3 ;  á) 

625

16
4 ;  â) 3

3

8
3 .  

Ðåøåíèå. 

à) 
125

1000

125

1000

5

10

1

2
3

3

3
� � � ;  á) 

625

16

625

16

5

2
2 54

4

4
� � � , ;  â) 3

3

8

27

8

27

8

3

2
1 53 3

3

3
� � � � , .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) 
54

2

3

3
;  á) 

80

5

4

4
.

Ðåøåíèå. 

à) 
54

2

54

2
27 3

3

3
3 3� � � ;  á) 

80

5

80

5
16 2

4

4
4 4� � � .

Корень из степени и степень корня
Ïðè âîçâåäåíèè êîðíÿ â ñòåïåíü íóæíî âîçâåñòè â ýòó ñòåïåíü ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå, 

îñòàâèâ òîò æå ïîêàçàòåëü êîðíÿ:

åñëè a > 0, òî ( )a an k kn� , ãäå n ��N, n ��2.

Åñëè ïîêàçàòåëü êîðíÿ è ïîêàçàòåëü ñòåïåíè ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ óìíîæèòü èëè 
ðàçäåëèòü íà îäíî è òî æå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî çíà÷åíèå êîðíÿ íå èçìåíèòñÿ:

a amknk mn� ,  ãäå a ��0, n ��N, n ��2.

Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå: à) ( ) ; ) .1 2 2 23 2 3� á  
Ðåøåíèå.

à) ( ) ( ) .1 2 1 2 1 2 2 2 3 2 23 2 23 3 3+ = + = + + = +  á) 2 2 2 2 2 2 23 23 33 36= ⋅ = = = .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) 593 ;  á) 0 3105 , .
Ðåøåíèå.

à) 5 5 5 12593 3 33 3� � �( ) ;  á) 0 3 0 3 0 3 0 09105 2 55 2, ( , ) , , .� � �

Ïðèìåð 3. Óïðîñòèòå: à) a63 ;  á) a204 .
Ðåøåíèå.

à) a a a63 2 33 2� �( ) ;  á) a a a a204 5 44 5 5� � �( ) .
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Корень степени m из корня степени n
×òîáû èçâëå÷ü êîðåíü èç êîðíÿ, íóæíî èç ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ èçâëå÷ü êîðåíü 

ñ ïîêàçàòåëåì, êîòîðûé ðàâåí ïðîèçâåäåíèþ äâóõ äàííûõ ïîêàçàòåëåé:

åñëè a � 0, òî a anm mn� , m � 2, n � 2.

Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: à) 334 ;  á) 23 ;  â) 4 434 .
Ðåøåíèå.

à) 3 334 12� ;  á) 2 23 6� ;   â) 4 4 4 4 4 434 334 412 3= ⋅ = = .  

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) 40964 ;  á) 12964 ;  â) 7296 .
Ðåøåíèå.

à) 4096 4096 64 84 � � � ;  á) 1296 1296 36 64 � � � ;  â) 729 729 27 36 3 3� � � .

Корень из произведения и частного степеней

Ïðèìåð.  Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: à) 
3 5

7

10 5

10
5

�
;  á) 

9

2 5

9

12 6
6

�
.

Ðåøåíèå. 

à) 
3 5

7

3 5

7

3 5

7

3 5

7

45

49

10 5

10
5

105 55

105

2 55 55

2 55

2

2

⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =( )

( )
;

á) 
9

2 5

9

2 5

3

2 5

3

2 5

3

2 5

9

12 6
6

96

126 66

186

126 66

3 66

2 6 666

3

2⋅
=

⋅
=

⋅
=

⋅
=

⋅
( )

( )
== =27

20
1

7

20
.

Корень из произведения и частного корней

Ïðèìåð.  Óïðîñòèòå: a ab a b a b23 24 56 7 387 � � : .  

Ðåøåíèå.

7

a ab a b a b a ab a b a b a a b23 24 56 7 387 2 412 2 312 5 212 7 387 8 3⋅ ⋅ = ⋅ =: ( ) ( ) ( ) : 66 10 212 7 387

21 812 7 387 21 8 224 7 3 3247
42

a b a b

a b a b a b a b
a

:

: ( ) : ( )

=

= = =
bb

a b
a b a b a b

16

21 9
247 21 7247 21 7724 324= = = .  

Другие комбинации свойств корней степени n

Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå: à) 2 63 ;  á) 4 53 ;  â) 2 x ;  ã) 2 244 .

Ðåøåíèå.

à) 2 6 4 6 24 243 3 3 6= ⋅ = = ;  â) 2 4 4 44x x x x= ⋅ = = ;

á) 4 5 16 5 80 803 3 3 6= ⋅ = = ;  ã) 2 2 16 2 32 3244 4 44 44 16= ⋅ = = .
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Ïðèìåð 2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 
5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2

+
−

+ −
+

. 

Ðåøåíèå. 

5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2

5 2 2 5 2 2

5 2 2

5 2 2 5 2 2

2 2+
−

+
−
+

=
+

− +
+

−
+ −

=
( )

( )( )

( )

( )( )

225 20 2 8

25 8

25 20 2 8

25 8

66

17
3

15

17

+ +
−

+
− +

−
=

= = .

 

Ïðèìåð 3. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: 4 7 23 8 74+ ⋅ − .  
Ðåøåíèå.

4 7 23 8 7 4 7 23 8 7 16 8 7 7 23 8 74 24 4 4 4+ ⋅ − = + ⋅ − = + + ⋅ − =( )  

= + ⋅ − = − = − = =23 8 7 23 8 7 23 8 7 529 448 81 34 4 3 24 4 4( ) .  

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините соответствующие части равенств для свойств корня:

a bn n⋅ = akn�

a

b

n

n
� abn=

( )an k � amn�

amknk �
a
b

n�

anm � amn�

Ответы на тестовые задания к неделе 4

1 — 8. 2 — 0. 3 — –1. 4 — 2 3.  5 — 1. 6 — 3. 7 — 1. 8 — 0. 9 — –2. 10 — 3. 11 — 1.
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НЕДЕЛЯ 5 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
1.2. Основы тригонометрии

1.2.1. Синус, косинус, тангенс, котангенс произвольного угла
1.2.2. Радианная мера угла
1.2.3. Синус, косинус, тангенс и котангенс числа
1.2.4. Основные тригонометрические тождества

1.4. Преобразования выражений
1.4.4. Преобразования тригонометрических выражений

СИНУС, КОСИНУС, ТАНГЕНС, КОТАНГЕНС

Понятие синуса, косинуса, тангенса и котангенса числового аргумента

0
P0

y

x

P�(x; y)

�
1

 Ðàññìîòðèì åäèíè÷íóþ îêðóæíîñòü, ò. å. îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì 
â íà÷àëå êîîðäèíàò è ðàäèóñîì 1.

Ñèíóñîì ÷èñëà � íàçûâàåòñÿ îðäèíàòà òî÷êè Ð�, îáðàçîâàííîé ïî-
âîðîòîì òî÷êè P0(1; 0) âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë � ðàäèàí.

Îáîçíà÷àåòñÿ: sin �, ò. å. sin ����y — îðäèíàòà òî÷êè P��
Êîñèíóñîì ÷èñëà � íàçûâàåòñÿ àáñöèññà òî÷êè P�, ïîëó÷åííîé ïî-

âîðîòîì òî÷êè P0(1; 0) âîêðóã íà÷àëà êîîðäèíàò íà óãîë � ðàäèàí.
Îáîçíà÷àåòñÿ: cos �, ò. å. cos ����x — àáñöèññà òî÷êè P��

Ñèíóñ è êîñèíóñ îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî ÷èñëà �. 

|sin �|���1, |cos �|���1.

Òàíãåíñîì ÷èñëà � íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå ñèíóñà ÷èñëà � ê åãî êîñèíóñó:

tg α α
α

= sin

cos
.

Òàíãåíñ îïðåäåëåí äëÿ âñåõ �, êðîìå òåõ çíà÷åíèé, ïðè êîòîðûõ cos ����0, ò. å. 

α π π= + ∈
2

n n, .Z  

Êîòàíãåíñîì ÷èñëà � íàçûâàåòñÿ îòíîøåíèå êîñèíóñà ÷èñëà � ê åãî ñèíóñó:

ctg α α
α

= cos

sin
.  

Êîòàíãåíñ îïðåäåë¸í äëÿ âñåõ �, êðîìå òåõ, ïðè êîòîðûõ sin ����0, ò. å. �����n, n � Z.
Äëÿ îêðóæíîñòè ïðîèçâîëüíîãî ðàäèóñà R îïðåäåëåíèÿ òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé âûãëÿäÿò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

sin ;α =
y
R

 cos ;α =
x
R

tg α =
y
x

;   ctg α = x
y

.

O
P0

y

x

P�(x; y)

�
R
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Åñëè n � Z, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

sin (����2�n)���sin �; cos (����2�n)���cos �� 

Åñëè n � Z, òî ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

tg (�����n)���tg �; ctg (�����n)���ctg �� 

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ:

à) tg ctg

tg

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

= − ⋅ + + = −

π π π π

π π

4 4 2
2

6

4
1 1 2

6
1

sin cos

cos ⋅⋅ + + ⋅ =1 1 2
3

2
3;

á) sin 405����ctg 570����sin (360����45�)����

��ctg (540����30�)��� sin 45����ctg 30���
2

2
3� .

Ïðèìåð 2. Îïðåäåëèòå çíàê âûðàæåíèÿ:
à) cos 155����sin 255����0, ò. ê. 155� — óãîë II ÷åòâåð-

òè, òî cos 155��	�0; 255� — óãîë III ÷åòâåðòè, òîãäà 
sin 255��	�0;

á) tg 127����ctg 201��	�0, ò. ê. 127� — óãîë II ÷åòâåð-
òè, òî tg 127��	�0; 201� — óãîë III ÷åòâåðòè, òîãäà 
ctg 201����0.

Соотношения между 
тригонометрическими  функциями 

одного  аргумента

Основное тригонометрическое тождество
Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî:

sin2 ����cos2 ����1.

Ñëåäñòâèÿ:

 sin cos sin cos2 2 21 1α α α α= − ⇒ = ± − ;

cos sin cos sin2 2 21 1α α α α= − ⇒ = ± − ;

tg α α
α

= sin

cos
 ïðè α π π≠ + ∈

2
n n, ;Z  

ctg α α
α

= cos

sin
 ïðè � � �n, n � Z;

tg ����ctg ����1 ïðè α π≠ ∈
2

n n, Z;

tg
ctg

α
α

= 1
, ctg

tg
α

α
= 1

.

1. Найдите синус наименьшего угла 
египетского треугольника (стороны 
3, 4, 5).

2. В прямоугольном треугольнике ABC  
�C � 90�, AC � 12  дм, BC � 9 дм. 
Вычислите cos�B.

3. В равнобедренном треугольнике 
PQR основание RP �  14  см, cos�R ��
� 0,56. Найдите длину боковой сто-
роны.

4. В прямоугольном треугольнике PDM 

гипотенуза DM � 26 см, PM � 507  см. 
Найдите cos�D.
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1
12
2

+ =tg α
αcos

 ïðè α π π≠ + ∈
2

n n, Z. 

1
12
2

+ =ctg α
αsin

 ïðè � � �n, n � Z.

Ïðèìåð 1. Ìîãóò ëè îäíîâðåìåííî áûòü ñïðàâåäëè-
âû ðàâåí ñòâà:

à) cos α = 1

2
 è sin ?α = 1

2
Ðåøåíèå. Òàê êàê ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèè ñèíóñ 

è êîñèíóñ îäíîãî è òîãî æå àðãóìåíòà, òî äîëæíî âûïîë-
íÿòüñÿ îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî:

cos2 ����sin2 ����1, íî 
1

2

1

2

1

4

1

4

1

2
1

2 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= + = ≠ .

Ïîýòîìó ðàâåíñòâà cos α = 1

2
 è sin α = 1

2
 îäíîâðåìåí-

íî ñïðàâåäëèâû áûòü íå ìîãóò (ò. ê. íå âûïîëíÿåòñÿ îñ-

íîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî).

á) sin α = 1

2
 è cos ?α = − 3

2
Ðåøåíèå. Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå îñíîâíîãî òðèãîíî-

ìåòðè÷åñêîãî òîæäåñòâà:

sin2 ����cos2 ����1; 
1

2

3

2

1

4

3

4

4

4
1

2 2
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = + = = .

Îñíîâíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå òîæäåñòâî âûïîëíÿåò-
ñÿ. Çíà÷èò, ðàâåíñòâà, äàííûå â óñëîâèè, îäíîâðåìåííî 
ñïðàâåäëèâû.

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ 

ôóíê öèé ÷èñëà �, çíàÿ, ÷òî sin ����0,6 è 
π α π
2

< < .

Ðåøåíèå. Òàê êàê ïî óñëîâèþ 
π α π
2

< < ,  òî � — ïðè-
íàäëåæèò II ÷åòâåðòè. Ïîýòîìó

cos sin , ,α α= − − = − − = − − =1 1 0 6 1 0 362 2

, , ;= − = −0 64 0 8  

tg α α
α

= =
−

= − = −sin

cos

,

,
;

0 6

0 8

6

8

3

4
 

ctg
tg

α
α

= =
−

= − = −1 1
3

4

4

3
1

1

3
.  

Îòâåò: cos �����0,8; tg α = − 3

4
;  ctg α = −1

1

3
.

5. Высота BK, проведённая к основа-
нию равнобедренного треуголь-
ника ABC, равна 5 см. Найдите бо-
ковую сторону треугольника если 
ctg .∠ =A 3

6. Найдите значение выражения 

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
⋅6 3

3
3
4

sin tg .
π π

 

7. Найдите значение выражения 

24 2
3 4

cos sin−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π π .

 
 

8. Найдите значение выражения 

5 2
3 3 4

⋅ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟tg cos .

π π
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Ïðèìåð 3. Óïðîñòèòå: 
à )  (1 � sin �)(1 � sin �); 
á )  sin4 � � sin2 � cos2 � � cos2 �; 

â )  
tg

ctg

α
α

α
αsin

sin
.−  

Ðåøåíèå. 
à) (1���sin �)(1���sin �)���1���sin2 ����cos2 �; 

á) sin4 ����sin2 � cos2 ����cos2 ����
��sin2 (sin2 ����cos2 �)��� cos2 ����sin2 ����1���cos2 ����
��sin2 ����cos2 ����1;

â) 
tg

ctg

tg ctg

ctg

α
α

α
α

α α α α
α α

α

α

sin

sin sin sin

sin

sin

sin
cos

− =
−

=

=
−

⋅

1 2

αα
α

α
α

α

sin

cos

cos
cos .= =

2

 

Ïðèìåð 4. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: 

(sin cos )

sin cos
.

α α
α α α

α+ −
−

=
2

21
2

ctg
tg  

Äîêàçàòåëüñòâî. 
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü òîæäåñòâà. Åñëè â ðåçóëü-

òàòå ïîëó÷èì ïðàâóþ ÷àñòü, òî òîæäåñòâî äîêàçàíî.

(sin cos )

sin cos

sin sin cos cos
cos

sin

α α
α α α

α α α α
α

+ −
−

=
+ + −2 2 21 2 1

ctg
αα

α α

α α
α α α

α

α α

−
=

=
+ −

−
=

⋅

sin cos

sin cos

cos sin cos

sin

sin cos sin1 2 1 2
2

αα
α α

α α
α α

α
α

α

cos ( sin )

cos sin

cos cos

sin

cos
.

1

2
2 2

2

2

2

2

2
2

−
=

=
⋅

⋅
= ⋅ = tg

 

Òîæäåñòâî äîêàçàíî.

Ï ð è ì å ð  5. Äàíî: sin ����cos ����a. Íàéäèòå: 

sin �cos �.

Ðåøåíèå. Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà â êâàäðàò: 

(sin ����cos �)2���a2; 

sin2 ����2 sin � cos ����cos2 ����a2; 

1���2 sin � cos ����a2; sin cos .α α = −a2 1

2
 

Îòâåò: 
a2 1

2

�
.  

9. В треугольнике KPM �P � 90�, MK ��
� 12 см, PK � 63  см. Найдите 
cos �M.

10. В равнобедренном треугольнике 

ABC (AB � BC) cos ,A �
5
13

  высота 

BH � 24. Найдите периметр тре-

угольника.

11. Найдите значение выражения 

4
8 4
sin cos
cos sin

,
α α
α α

−
+

если tg .α = 3
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Произведение тангенса и котангенса одного и того же аргумента

tg ����ctg ����1 ïðè α π≠ ∈
2

n n, Z;

tg
ctg

α
α

= 1
, ctg

tg
α

α
= 1

. 

Ï ð è ì å ð  1. Ìîãóò ëè áûòü ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

à) tg α = 2

5
,  ctg α = 5

2
; á) tg α = − 1

2
, ctg � � 2?

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó tg � � ctg � � 1, òî:

à) ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâû, òàê êàê tg ctgα α = ⋅ =2

5

5

2
1;

á) ðàâåíñòâà ñïðàâåäëèâûìè íå ìîãóò áûòü, òàê êàê tg ctgα α = − ⋅ = − ≠1

2
2 1 1. 

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå: tg 1� � tg 3� � tg 5� � …. � tg 87� ��tg 89�.
Ðåøåíèå.
Òàê êàê tg (90���������ctg ���òî
tg 1� � tg 3� � tg 5� � …. � tg 87� � tg 89� �
� tg 1� � tg 3� � … � tg 43� � tg 45� � tg 47� � … � tg 87� � tg 89� �
� tg 1� � tg 3� � … � tg 43� � 1 � ñtg 43� � … � ctg 3� � ctg 1� �
� (tg 1� � ctg 1�)(tg 3� � ctg 3�) � … � (tg 43� � ctg 43�) � 1 � 1 � … � 1 � 1.

Ïðèìåð 3. Äàíî: tg � � ctg � � 2. Íàéäèòå: tg2 � � ctg2 �.
Ðåøåíèå.
Ïîñêîëüêó tg � � ctg � � 2, òî (tg � � ctg �)2 � 22 èëè tg2 � � 2 tg � ctg � � ctg2 � � 4. 
Ó÷èòûâàÿ ÷òî tg � ctg � � 1, èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà 
tg2 � � ctg2 � � 4 � 2 tg � ctg � � 4 � 2 � 1 � 2.

Ïðèìåð 4. Óïðîñòèòå: (tg � � ctg �)2 � (tg � � ctg �)2.
Ðåøåíèå.
(tg � � ctg �)2 � (tg � � ctg �)2 � (tg2 � � 2 tg � ctg � � ctg2 �) � (tg2 � � 2 tg � ctg � � ctg2 �) � 
� tg2 � � 2 � 1 � ctg2 � � tg2 � � 2 � 1 � ctg2 � � 2 � 2 � 4.

Зависимость между тангенсом и косинусом  
одного и того же аргумента

1
12
2

+ =tg α
αcos

 ïðè α π π≠ + ∈
2

n n, Z.  

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ÷èñëà �, åñëè

tg ����4, 0
2

< <α π
. 

Ðåøåíèå. Òàê êàê 0
2

< <α π
,  òî � � I ÷åòâåðòè, ïîýòîìó ctg ����0; 0�	�sin ��	�1; 0�	�cos ��	�1.

Èç ôîðìóëû 1
12
2

+ =tg α
αcos

 ñëåäóåò: 
1

1 4
2

2

cos
;

α
= +   

1
17

2cos
;

α
=  
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cos ;2 1

17
α =  cos .α = ± 1

17

Ó÷èòûâàÿ ÷òî 0�	�cos ��	�1, cos α = = =1

17

1

17

17

17
.

Ó÷èòûâàÿ ÷òî 0 < sin� < 1 sin cos ;α α= − = − = = =1 1
1

17

16

17

4

17

4 17

17
2  

ctg
tg

α
α

= = =1 1

4
0 25, .  

Îòâåò: sin ;α = 4 17

17
 cos ;α = 17

17
 ctg ����0,25.

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå: ( )
sin

.1
12
2

+ +tg α
α

Ðåøåíèå. 

( )
sin cos sin

sin cos

sin cos sin
1

1 1 1 12
2 2 2

2 2

2 2 2
+ + = + = + =tg α

α α α
α α
α α α ccos

.
2 α

Зависимость между котангенсом и синусом  
одного и того же аргумента

1
12
2

+ =ctg α
αsin

 ïðè � � �n, n � Z.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, åñëè ctg �����3, � — óãîë 
IV ÷åòâåðòè.

Ðåøåíèå. Òàê êàê � — óãîë IV ÷åòâåðòè, òî tg ��	�0; �1�	�sin ��	�0; 0�	�cos ��	�1.

Èçâåñòíî, ÷òî 1
12+ =ctg
2

α
αsin

.   Îòñþäà 1 9
1
2

+ =
sin

;
α

 
1

10
2sin

;
α

=  

sin ;2 1

10
α =  sin .α = ± 1

10
 

Íî �1�	�sin ��	�0, ïîýòîìó sin ;α = − = −1

10

10

10
 

cos sin ;α α= − = − = = =1 1
1

10

9

10

3

10

3 10

10
2  tg

ctg
α

α
= =

−
= −1 1

3

1

3
.  

Îòâåò: sin ;α = − 10

10
 cos ;α = 3 10

10
 tg α = − 1

3
.

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèÿ: sin2 2� � cos2 2� � ctg2 5�;

Ðåøåíèå. sin2 2��� cos2 2����ctg2 5����1���ctg2 5����
1

52sin
.

"
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Другие комбинации соотношений между тригонометрическими функциями одного 
и того же аргумента

Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå: à) 
1

1

2

2

−
−

cos

sin
;

α
α

 á) cos4 � � sin4 � � 1; â) 
1

1

2

2

+
+

tg

ctg

α
α

.

Ðåøåíèå. 

à) 
1

1

2

2

2

2
2−

−
= =cos

sin

sin

cos
;

α
α

α
α

αtg

á) cos4 � � sin4 � � 1 � (cos2 �)2 � (sin2 �)2 � 1 � (cos2 � � sin2 �)(cos2 � � sin2 �) � 1 � 
 ��cos2 � � sin2 � � 1 � cos2 � � (1 � sin2 �) �  cos2 � � cos2 � � 2 cos2 �;

â) 
1

1

1 1 1

1

2

2 2 2 2

2 2

2
2+

+
= = ⋅ = =tg

ctg
tg

α
α α α α

α α
α

α
cos

:
sin cos

sin sin

cos
.

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 
sin

cos

cos

sin

α
α

α
α1

1

+
+ +

 è íàéäèòå åãî çíà÷åíèå, åñëè 

sin .α = 1

2

Ðåøåíèå. 

sin

cos

cos

sin

sin ( cos )

( cos ) sin

sinα
α

α
α

α α
α α

α
1

1 1

1

12 2 2

+
+ + = + +

+ ⋅
= + ++ +

+
=2

1

2cos cos

( cos ) sin

α α
α α

 
 

= +
+

= +
+

=2 2

1

2 1

1

2cos

( cos ) sin

( cos )

( cos ) sin sin
.

α
α α

α
α α α

 Åñëè sin ,α = 1

2
 òî 

2
2

1

2
4

sin
: .

α
= =

52

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 5

. 
Ал

ге
бр

а



КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Нарисуйте на одной из координатных осей отрезок, соответствующий:

à) sin � á) cos �

O

y

x
�

 

O

y

x�

� Запишите формулы для тангенса и котангенса:

tg ��� ctg ���

� Запишите основное тригонометрическое тождество:

� Соедините соответствующие части равенств для тригонометрических соотношений:

sin2 α = ��1

cos2 α =
1
2

=
αsin

tg ����ctg ���� sin21 α= −

1 2+ =tg α
ctg α

= 1

1 2+ =ctg α cos21 α= −

tg α =
1
2

=
αcos

Ответы на тестовые задания к неделе 5
1 — 0,6. 2 — 0,6. 3 — 12,5. 4 — 0,5. 5 — 10. 6 — 9. 7 — –12. 8 — –5. 9 — 0,75. 10 — 72. 11 — 0,55.
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НЕДЕЛЯ 6 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
1.2. Основы тригонометрии

1.2.5. Формулы приведения
1.2.6. Синус, косинус и тангенс суммы и разности двух углов
1.2.7. Синус и косинус двойного угла

1.4. Преобразования выражений
1.4.4. Преобразования тригонометрических выражений

Формулы сложения

Синус суммы и разности
Ñèíóñ ñóììû äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ñóììå ïðîèçâåäåíèé ñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà íà 

êîñèíóñ âòîðîãî è êîñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà íà ñèíóñ âòîðîãî:

sin (� + �) = sin � � cos � + cos � � sin �.
Ñèíóñ ðàçíîñòè äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ðàçíîñòè ïðîèçâåäåíèé ñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà 

íà êîñèíóñ âòîðîãî è êîñèíóñà ïåðâîãî àðãóìåíòà íà ñèíóñ âòîðîãî:

sin (� � �) = sin � � cos � � cos � � sin �.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) sin 15�; á) sin 75�.
Ðåøåíèå.
à) sin 15� � sin (45� � 30�) � sin 45� � cos 30� � cos 45� � sin 30� �  

�
2

2

3

2

2

2

1

2

6 2

4
⋅ − ⋅ = −

; 

á) sin 75� � sin (45� � 30�) � sin 45� � cos 30� � cos 45� � sin 30� � 
2

2

3

2

2

2

1

2

6 2

4
⋅ + ⋅ = +

. 

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèé:

à) sin 56� cos 34� � cos 56� sin 34�; á) sin cos sin cos .
7

12 12 12

7

12

π π π π−  

Ðåøåíèå. 
à) sin 56� cos 34� � cos 56� sin 34� � sin (56� � 34�) � sin 90� � 1;

á) sin cos sin cos sin sin sin
7

12 12 12

7

12

7

12 12

6

12

π π π π π π π π− = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= =
22

1= .

Ïðèìåð 3. Óïðîñòèòå: 
cos sin

.
α α+

2
 

Ðåøåíèå. cos sin
cos sin sin cos cos sin sin

α α α α π α π α π α+ = + = + = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

1

2

1

2 4 4 4
..  

Косинус суммы и разности
Êîñèíóñ ñóììû äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ðàçíîñòè ïðîèçâåäåíèé êîñèíóñîâ ýòèõ àðãóìåíòîâ  

è ñèíóñîâ ýòèõ àðãóìåíòîâ:

cos (� + �) = cos � � cos � � sin � sin �.
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Êîñèíóñ ðàçíîñòè äâóõ àðãóìåíòîâ ðàâåí ñóììå ïðî-
èçâåäåíèé êîñèíóñîâ ýòèõ àðãóìåíòîâ è ñèíóñîâ ýòèõ 
àðãóìåíòîâ:

cos (� � �) = cos � � cos � + sin � sin �.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) cos 105�; á) cos 15�.
Ðåøåíèå.
à) cos 105� � cos (60� � 45�) ��
� cos 60� cos 45� � sin 60� sin 45� �  

��
1

2

2

2

3

2

2

2

2 6

4
⋅ − ⋅ = −

;

á) cos 15� � cos (60� � 45�) � cos 60� cos 45� � sin 60��� 

��sin 45� � 
1

2

2

2

3

2

2

2

2 6

4
⋅ + ⋅ = +

.

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 

cos (� � �) � cos (� � �).
Ðåøåíèå. cos (� � �) � cos (� � �) � cos � cos � ��

� sin � sin � � cos � cos � � sin � sin � � 2 cos � cos �.

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòå:

cos cos sin sin

cos , sin , sin , cos ,

π π π π

π π π π
15

4

15

4

15 15
0 3 0 2 0 3 0 2

−

+
=

=
ccos

sin( , , )

cos

sin ,

cos

sin

π π

π π

π

π

π

π
15

4

15

0 3 0 2

5

15
0 5

3

2

+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
= = == = =

1

2
1

1

2
0 5, .

Тангенс суммы и разности

tg
tg tg

tg tg
( )α β α β

β α
+ = +

−1
 �, �, ( ) ,α β π π+ ≠ + ∈

2
n n Z;

tg
tg tg

tg tg
( )α β α β

β α
− = −

+1
 �, �, ( ) ,α β π π− ≠ + ∈

2
n n Z;

ctg
ctg ctg

ctg ctg
( )α β α β

β α
+ = −

+
1

 �, �, (�����) � �n, n � Z;

ctg
ctg ctg

ctg ctg
( )α β α β

β α
− = +

−
1

 �, �, (�����) � �n, n � Z.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå:  

à) 
tg tg

tg tg
tg tg tg

π π

π π
π π π π10

3

20

1
10

3

20
10

3

20

5

20 4
1

+

−
= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = = .

1. Найдите значение выражения 

− − °12 3 480ctg( ).

2. Найдите значение выражения 
3 37

53
cos
sin

°
°

.

 

3. Найдите значение выражения 

3 5
3
2

cos( ) sin ,π α α
π

+ − −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

если cos � � 0,63.

4. Найдите значение выражения 

sin cos
.

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

25
4

35
4

2

π π

 

5. Найдите tg ,α
π

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

9
2

 если ctg � � –0,3.

 

6. Вычислите: 
tg tg
tg tg

.
58 13

1 58 13
° − °

+ °⋅ °
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á) 
tg tg

tg tg
tg tg tg

7

16

3

16

1
7

16

3

16

7

16

3

16

4

16 4

π π

π π
π π π π−

+
= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = = 11.

Ïðèìåð 2. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: 

tg 6����tg 4����tg 2����tg 6� tg 4� tg 2�.

Äîêàçàòåëüñòâî.

tg
tg tg

tg tg
6

4 2

1 4 2
α α α

α α
= +

−
⇒ tg 4� ��tg 2���

��tg 6�(1���tg4� tg 2�).

Òîãäà èç äàííîãî ðàâåíñòâà èìååì: 

tg 4����tg 2����tg 6����tg 6� tg 4� tg 2���
��tg 6�(1���tg4� tg 2�).

Ïðèìåð 3. Âû÷èñëèòå tg 15�.
Ðåøåíèå.

tg tg
tg tg

tg tg
15 45 30

45 30

1 45 30

1
1

3

1 1
1

3

3 1

3

° = ° − ° =
° − °

+ ° °
=

−

+ ⋅
=

=
−

( )

++
=

− −
+ −

=
− +

−
=

=
−

= −

1

3 1 3 1

3 1 3 1

3 2 3 1

3 1

4 2 3

2
2 3

( )( )

( )( )

.

 

Следствия из формул сложения

Синус двойного аргумента
Ñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà ðàâåí óäâîåííîìó ïðîèç-

âåäåíèþ ñèíóñà è êîñèíóñà äàííîãî àðãóìåíòà:

sin 2� = 2 sin � cos �.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: sin 2�, åñëè sin �����0,6; 
180��	���	�270�.

Ðåøåíèå. sin 2����2 sin � cos �. Íàéä¸ì cos �. 
Òàê êàê 180��	���	�270�, òî � — óãîë III ÷åòâåðòè, 

ò. å. �1�	�cos ��	�0.

cos sin ( , ) ,

, , .

α α= − − = − − − = − − =

= − = −

1 1 0 6 1 0 36

0 64 0 8

2 2

Èòàê, sin 2����2���(�0,6)���(�0,8)���0,96. 
Îòâåò: 0,96.

7. Найдите значение выражения 
18 36
18 18
sin

sin cos
°

° °
.

 

8. Найдите значение выражения 

3 31 31
10 31 5

2 2

2
(cos sin )

sin
.

° − °
° −

 

9. Найдите значение выражения 

− ⋅ − °16 3 120sin( ).

10. Найдите 39
3
2

sin ,
π

α+⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 если 

sinα =
5
13

 и α π
π

∈⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟; .

3
2

 

11. Найдите значение выражения 
6 137 137

274
sin cos

sin
.

°⋅ °
°

 

12. Найдите sin ,
5
2
π

α−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟  если sin � � 0,6 

и α
π

π∈⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

3
2

2; .
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Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) sin 15� cos 15�; á) (cos 75� � sin 75�)2.
Ðåøåíèå.
à) sin cos ( sin cos ) sin ;15 15

1

2
2 15 15

1

2
30

1

2

1

2

1

4
° ° = ° ° = ° = ⋅ =  

á) (cos 75� � sin 75�)2 � cos2 75� � 2 cos 75� sin 75� � sin2 75� � (cos2 75� � sin2 75�) �  

– 2 cos 75� sin 75� � 1 � sin 150� � 1 – sin (180� – 30�����1 � sin 30� � 1
1

2

1

2
− = .  

Косинус двойного аргумента
Êîñèíóñ äâîéíîãî àðãóìåíòà ðàâåí ðàçíîñòè êâàäðàòîâ êîñèíóñà è ñèíóñà äàííîãî àð-

ãóìåíòà:
cos 2� = cos2 � � sin2 � = 2 cos2 � � 1 = 1 � 2 sin2 �.

Ïðèìåð 1. Äîêàæèòå òîæäåñòâî: cos2 (� � �) � cos2 (� � �) � cos 2� cos 2� � 1.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåîáðàçóåì ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà:
cos2(�����)���cos2(�����)���cos 2� cos 2����(cos � cos ����sin � sin �)2�� (cos � cos ����sin � sin �)2����
��(cos2 ����sin2 �)(cos2 ����sin2 �)���2 cos2 � cos2 ����2 sin2 � sin2 ����cos2 � cos2 �����
��cos2 � sin2 ����sin2 � cos2 ����sin2 � sin2 ����cos2 � cos2 ����sin2 � sin2 ����cos2 � sin2 ����sin2 � cos2 ����
��cos2 �(cos2 ����sin2 �)���sin2 �(sin2 ��� cos2 �)���1, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) cos2 
8

�
 � sin2 

8

�
; á) cos4 15� � sin4 15�.

Ðåøåíèå.

à) cos sin cos ;2 2

8 8 4

2

2

π π π− = =

á) cos4 15� � sin4 15� � (cos2 15�)2 � (sin2 15�)2 � (cos2 15� � sin2 15�)(cos2 15� � sin2 15�) �  

� cos 30� � 1 � 
3

2
.  

Ïðèìåð 3. Óïðîñòèòå: à) 2 cos2 � � cos 2�; á) 
1 2 2

1 2 2

− +
+ +

cos sin

cos sin

α α
α α

.

Ðåøåíèå.
à) 2 cos2 � � cos 2� � 2 cos2 � � (cos2 � � sin2 �) � 2 cos2 � – cos2 � � sin2 � ��
� cos2 � � sin2 � � 1;

á) 
1 2 2

1 2 2

22 2 2 2− +
+ +

= + − + +cos sin

cos sin

cos sin cos sin sin coα α
α α

α α α α α ss

cos sin cos sin sin cos

α
α α α α α α2 2 2 2 2+ + − +

=  

 = +
+

= +2 2

2 2

2

2

2

2

sin sin cos

cos sin cos

sin (sin cos )

cos (co

α α α
α α α

α α α
α ss sin )

sin

cos
.

α α
α
α

α
+

= = tg  
 

Тангенс двойного аргумента
Òàíãåíñ äâîéíîãî àðãóìåíòà ðàâåí ÷àñòíîìó óäâîåííîãî òàíãåíñà àðãóìåíòà è ðàçíîñòè 

åäèíèöû è êâàäðàòà òàíãåíñà äàííîãî àðãóìåíòà:

tg2
2tg

1 tg2
α

α
α

=
−

.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) 
2

8

1
8

2

tg

tg

π

π−
; á) 

6 75

1 752

tg

tg

°
− °

.
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Ðåøåíèå. 

à) 
2

8

1
8

2
8 4

1
2

tg

tg
tg tg

π

π
π π

−
= ⋅⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= = ; 

á) 
6 75

1 75
3

2 75

1 75
3 150 3 180 30 3

2 2

tg

tg

tg

tg
tg tg

°
− °

= ⋅ °
− °

= ⋅ ° = ° − ° = ⋅( ) (−− ° = − ⋅ = −tg30 3
1

3
3) .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå tg 2�, åñëè tg α = 1

2
.  

Ðåøåíèå. tg
tg

tg
2

2

1

2
1

2

1
1

4

1
3

4

4

3
1

1

32
α α

α
=

−
=

⋅

−
= = =: .  

Ïðèìåð 3. Óïðîñòèòå: 
1

1

1

1−
−

+tg tgα α
. 

Ðåøåíèå. 
1

1

1

1

1 1

1 1

1 1

1 2−
−

+
= + − −

− +
= + − +

−tg tg

tg tg

tg tg

tg tg

tgα α
α α

α α
α α( )

( )( ) αα
α

α
α=

−
=2

1
2

tg

tg
tg

2
.  

Формулы приведения

Òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè àðãóìåíòîâ 
π α
2

± ,  � ± �, 
3

2

π α± ,  2� ± � ìîãóò áûòü 

âûðàæåíû ÷åðåç ôóíêöèè àðãóìåíòà � ñ ïîìîùüþ ôîðìóë, êîòîðûå íàçûâàþò ôîðìóëàìè 
ïðèâåäåíèÿ.

Äâà óãëà íàçûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè, åñëè èõ ñóììà ðàâíà 90� 
π
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
,  äëÿ íèõ ñïðàâåä-

ëèâû ðàâåíñòâà:

sin cosα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

 cos sinα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

  

tg ctgα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2

 ctg tgα π β= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟2
.

×òîáû îáëåã÷èòü çàïîìèíàíèå ôîðìóë ïðèâåäåíèÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ âûðàæåíèé âèäà:

sin
π

α
n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 cos
π

α
n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

  

tg
π

α
n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 ctg Z,
π αn

n
2

±⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈,  

óäîáíî ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè ïðàâèëàìè: 
à) ïåðåä ïðèâåä¸ííîé ôóíêöèåé ñòàâèòñÿ òîò çíàê, êîòîðûé èìååò èñõîäíàÿ ôóíêöèÿ, 

åñëè 0
2

< <α π
;

á) ôóíêöèÿ ìåíÿåòñÿ íà «êîôóíêöèþ», åñëè ï — íå÷¸òíîå; ôóíêöèÿ íå ìåíÿåòñÿ, åñ-
ëè ï — ÷¸òíîå (êîôóíêöèÿìè ñèíóñà, êîñèíóñà, òàíãåíñà è êîòàíãåíñà íàçûâàþòñÿ 
ñîîòâåò ñòâåííî êîñèíóñ, ñèíóñ, êîòàíãåíñ è òàíãåíñ).

Ïðèìåðû ê ýòîìó ïðàâèëó ïðèâåäåíû â òàáëèöå.
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Ôóíêöèÿ

Àðãóìåíòû

ϕ π α= ±
2

����� � � ϕ π α= ±3

2

����2�����

sin � cos � � sin " �cos � �sin �

cos � � sin " �cos � ± sin α cos �

tg � �ctg " ±tg α �ctg " �tg �

ctg � �tg " ±ctg α �tg " �ctg �

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå çíà÷åíèÿ: à) sin
8

3

π
; á) tg

5

6

π
. 

Ðåøåíèå. 

à) sin sin sin sin sin
8

3
2

2

3

2

3 3 3

3

2

π π π π π π π= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = ;

á) tg tg tg
5

6 6 6

1

3

π π π π= −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= − = − ;. 

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå: 

ctg tg
π α π α π α

π α
2

3

2
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+

( ) sin

cos( )
.

Ðåøåíèå. 

ctg tg
tg tg

π α π α π α

π α
α α α2

3

2
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
= − −

−

( ) sin

cos( )

cos

ccos

cos

cos
.

α
α
α

= = 1  

Тождественные преобразования тригонометрических выражений

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå çíà÷åíèå sin
π
12

 áåç ïîìîùè òàáëèö. 

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå sin
cos2

2

1

2

α α= −
 èìååì: sin

cos
.2

12

1
6

2

1
3

2
2

2 3

4

π
π

=
−

=
−

= −
 

Òàê êàê 0
12 2

< <π π
,  òî 0

12
1< <sin

π
. Ïîëó÷èì: sin .

π
12

2 3

2
= −

 

Óïðîñòèì îòâåò: 

2 3

2

2 3 2

2 2

4 2 3

2 2

3 1

2 2

3 1

2 2

3 1

2 2

6 2

4

2− = − ⋅
⋅

= − =
−

=
−

= − = −( )
.
 

Îòâåò: 
6 2

4

�
.  
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Ïðèìåð 2. Íàéäèòå sin ,
"
2

 cos ,
"
2

 tg
"
2

,  åñëè èçâåñòíî, ÷òî cos ����0,8; 0
2

< <α π
.

Ðåøåíèå. Òàê êàê 0
2

< <α π
 ïî óñëîâèþ, òî �� ïðèíàäëåæèò I ÷åòâåðòè, è çíà÷èò, 

0
2

1< <sin ,
α

 0
2

1< <cos ,
α

 tg
α
2

0> . sin
cos ,

, ;
α α
2

1

2

1 0 8

2
0 1= − = − =

cos
cos , ,

, ;
α α
2

1

2

1 0 8

2

1 8

2
0 9= + = + = =   tg

α α
α2

1

1

1 0 8

1 0 8

1

3
= −

+
= −

+
=cos

cos

,

,
.  

Сумма и разность тригонометрических функций

sin sin sin cosα β α β α β+ = + −
2

2 2
;

cos cos cos cosα β α β α β+ = + −
2

2 2
;

sin sin sin cosα β α β α β− = − +
2

2 2
;

cos cos sin sin sin sinα β α β α β α β β α− = − + − = + −
2

2 2
2

2 2
;

tg tgα β α β
α β

+ = +sin( )

cos cos
 α β π π, ,≠ + ∈

2
n n Z;

tg tgα β α β
α β

− = −sin( )

cos cos
 α β π π, ,≠ + ∈

2
n n Z;

ctg ctgα β α β
α β

+ = +sin( )

sin sin
 �, � � �n, n � Z;

ctg ctgα β β α
α β

− = −sin( )

sin sin
, �, � � �n, n � Z.

Ïðèìåð 1. Ïðåîáðàçóéòå â ïðîèçâåäåíèå:

à) cos cos cos cos cos cos ;40 10 2
40 10

2

40 10

2
2 25 15° + ° =

° + ° ° − °
= ° °

á) cos cos sin sin sin sin .3 7 2
3 7

2

7 3

2
2 5 2α α α α α α α α− = + − =  

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ ïðè äàííîì çíà÷åíèè ïåðåìåííîé:
1

3

1

3 5sin sin sin sin
,

α α α α+
+

+
 α π=

12
.

Ðåøåíèå. Óïðîñòèì äàííîå âûðàæåíèå:
1

3

1

3 5

1

2 2

1

2 4sin sin sin sin sin cos sin cosα α α α α α α α+
+

+
= + =

= + = =sin sin

sin sin cos

sin cos

sin sin cos

sin4 2

2 2 4

2 3

2 2 4

3α α
α α α

α α
α α α

αα
α αsin sin

.
2 4

60

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 6

. 
Ал

ге
бр

а



Òàê êàê α π=
12

,  èìååì: 
sin

sin sin

sin

sin sin

3
12

2
12

4
12

4

6 3

2

2
1

2

3

2

2 2

3

2 2

3

⋅

⋅ ⋅
= =

⋅
= ⋅ = =

π

π π

π

π π
22 6

3
.   

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините соответствующие части равенств для тригонометрических соотношений:

sin (� + �) � 
ctg ctg

ctg ctg

α β
β α

= −
+

1

tg ( )α β− = � 2 sin � cos �

ctg ( )α β+ = � cos2 � � sin2 � 

cos (� � �) � � sin � � cos � + cos � � sin �

sin 2� � sin cos
α β α β= + −

2
2 2

cos 2� � tg tg

tg tg

α β
β α

= −
+1

tg2α = = cos � � cos � + sin � sin �

sin sinα β+ = cos cos
α β α β= + −

2
2 2

cos cosα β+ =
2tg

1 tg2

α
α

=
−

Ответы на тестовые задания к неделе 6

1 — –12. 2 — 3. 3 — –2,52. 4 — 0,25. 5 — 0,3. 6 — 1. 7 — 36. 8 — –0,6. 9 — 24. 10 — 36. 11 — 3. 12 — 0,8.
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НЕДЕЛЯ 7 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
1.3. Логарифмы

1.3.1. Логарифм числа
1.3.2. Логарифм произведения, частного, степени
1.3.3. Десятичный и натуральный логарифмы, число е

1.4. Преобразования выражений
1.4.5. Преобразование выражений, включающих операцию 

логарифмирования

ЛОГАРИФМ
Ëîãàðèôìîì ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà b ïî îñíîâàíèþ à (a���0, a � 1) íàçûâàåòñÿ ïîêàçà-

òåëü ñòåïåíè, â êîòîðóþ íàäî âîçâåñòè à, ÷òîáû ïîëó÷èòü b: 

loga b���k � ak���b.

Íàïðèìåð, log2 8���3, ò. ê. 23���8; log ,3 3
1

2
�  ò. ê. 3 3

1

2 � ;  lg 100���2, ò. ê. 102���100.

Ëîãàðèôì åäèíèöû ïî ëþáîìó îñíîâàíèþ ðàâåí íóëþ:

loga 1���0.

loga a���1.

Понятие логарифма
Ïðèìåð 1. Íàéäèòå ÷èñëî õ: à) log5 x � 2; á) logx 27 � 3.
Ðåøåíèå.
à) Ïîñêîëüêó log5 x � 2, òî x � 52; x � 25.

á) Ïîñêîëüêó logx 27 � 3, òî x3 � 27, òîãäà x � 273 ; õ � 3.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: à) 4 log2 16 � 5 log3 27; á) 0 5 64 0 1
1

252 5, log , log .�
Ðåøåíèå.  
à) 4 log2 16 � 5 log3 27 � 4 � 4 � 5 � 3 � 16 � 15 � 1.

á) 0 5 64 0 1
1

25
0 5 6 0 1 2 3 0 2 2 82 5, log , log , , ( ) , , .+ = ⋅ + ⋅ − = − =

Свойства логарифмов

Логарифм произведения и сумма логарифмов
Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïî äàííîìó îñíîâàíèþ ðàâåí ñóììå 

ëîãàðèôìîâ ýòèõ ÷èñåë ïî òîìó æå îñíîâàíèþ:

loga (xy)���loga x���loga y, x > 0, y > 0.
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Ñóììà ëîãàðèôìîâ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïî îäíîìó 
îñíîâàíèþ ðàâíà ëîãàðèôìó ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ÷èñåë 
ïî òîìó æå îñíîâàíèþ:

loga x���loga y���loga xy, x > 0, y > 0.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) lg 20 � lg 5;  
á) log12 9 � log12 16; â) log6 4 � log6 3 � log6 18.

Ðåøåíèå.
à) lg 20 � lg 5 � lg (20 � 5) � lg 100 � 2;

á) log12 9 � log12 16 � log12 (9 � 16) � log12 144 � 2;

â) log6 4 � log6 3 � log6 18 � log6 (4 � 3 � 18) ��
� log6 216 � 3.

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: log4 (64c), 
åñëè log4 c � �3,5.

Ðåøåíèå. log4 (64c) � log4 64 � log4 c � 3 � 3,5 � �0,5.

Логарифм частного и разность логарифмов
Ëîãàðèôì ÷àñòíîãî äâóõ ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë ïî 

äàííîìó îñíîâàíèþ ðàâåí ðàçíîñòè ëîãàðèôìîâ ýòèõ ÷è-
ñåë ïî òîìó æå îñíîâàíèþ:

log log loga a a
x

y
x y= − , x > 0, y > 0.

Ðàçíîñòü ëîãàðèôìîâ äâóõ ÷èñåë ïî äàííîìó îñíîâà-
íèþ ðàâíà ëîãàðèôìó ÷àñòíîãî ïî òîìó æå îñíîâàíèþ:

log log loga a ax y
x

y
− = , x > 0, y > 0.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: log log .3 38
8

27
�

Ðåøåíèå. 

log log log : log .3 3 3 38
8

27
8

8

27
27 3− = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= =  

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: 
log log

log log
.2 2

2 2

25 5

20 4

�
�

 

Ðåøåíèå. 
log log

log log

log

log

log

log
.2 2

2 2

2

2

2

2

25 5

20 4

25

5
20

4

5

5
1

−
−

= = =  

Логарифм степени и произведение числа 
и  логарифма

Ëîãàðèôì ñòåïåíè ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà ðàâåí ïðî-
èçâåäåíèþ ïîêàçàòåëÿ ñòåïåíè è ëîãàðèôìà ýòîãî ÷èñëà:

loga x
n���n loga x,

log log
ak ax

k
x� 1

.   x > 0.

1. Вычислите log .
195 19

2. Найдите значение выражения 
4 3

48
2

2

� log
log

.

 
 

3.  Найдите значение выражения 

e
e

4

2

1
3

8
log

ln�

4. Найдите значение выражения 

53 52�log .

 

5. Найдите значение выражения 
log
log

log , .3

3
7

5
7

0 2�
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Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: 
à) log3 81���log3 3

4���4���log3 3���4;

á) log log log4 22 22 2
1

2
2

1

2
� � � ; 

â) log log log
2

2

1

2

22 2 2 2 2� � � ;

ã) log log
3

3

3

1

2

2

39 3 2
2

3

4

3
= = ⋅ = . 

Ïðèìåð 2. Óïðîñòèòå: 

à) log2 8
x � log4 16x � x log2 8 � x log4 16 ��

� 3x � 2x � x;

á) log6 36x � x � x log6 36 – õ � 2x � x � x.

Формула перехода от одного основания 
логарифма к другому

Ôîðìóëà ïåðåõîäà ê íîâîìó îñíîâàíèþ:

log
log

log
;a

b

b

x
x

a
�  a���0; a � 1; b���0; b � 1; x���0.

Ñëåäñòâèÿ:
log

log
;a

b

b
a

� 1
 log loga ak

kb b� .  

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) 
log

log
;3

3

4

2
 á) 

log

log
.15

15

81

3
 

Ðåøåíèå. 

à) 
log

log
log ;3

3
2

4

2
4 2� �  

á) 
log

log
log log log .15

15
3 3

4
3

81

3
81 3 4 3 4 1 4= = = = ⋅ =  

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå log9 5���log25 27.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ôîðìóëó ïåðåõîäà ê íîâîìó îñ-

íîâàíèþ, íàïðèìåð, îñíîâàíèþ 10:

log log
lg

lg

lg

lg

lg

lg

lg

lg

lg lg

lg9 25 2

3

2
5 27

5

9

27

25

5

3

3

5

5 3 3

2
⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅

33 2 5

3

4⋅
=

lg
.  

Îòâåò: 
3

4
.  

Логарифм произведения и частного степеней,  
сумма и разность логарифмов с одинаковыми 

основаниями
Íàõîæäåíèå ëîãàðèôìîâ ÷èñåë èëè âûðàæåíèé íà-

çûâàåòñÿ ëîãàðèôìèðîâàíèåì.
1. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ:

x���5abc,  x > 0, a > 0, a ��1, b > 0, c > 0; 

loga x���loga 5���loga a���loga b���loga c���
��loga 5���1���loga b���loga c.

6. Вычислите 7 7 4
3log .

7. Найдите значение выражения 

92 91�log .

8. Вычислите 16 23log .

9. Найдите значение выражения 

log log , .4
7

55 175�
 

 

10. Найдите значение выражения 
9 35log .

11. Найдите значение выражения 

4 16 81log .
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2. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ è ÷àñòíîãî:

x
abc�
5

,  x > 0, a > 0, a ��1, b > 0, c > 0;

loga x���loga a���loga b���loga c���loga 5���1���loga b���loga c���loga 5.

3. Ëîãàðèôì ïðîèçâåäåíèÿ, ÷àñòíîãî, ñòåïåíè:

x
m k

n
� 3

2

8 5

3
,  m > 0, k > 0, n > 0, a > 0, a ��1;

loga x���loga 3���8 loga m���5 loga k���loga 2���3 loga n.

Íàõîæäåíèå ÷èñåë èëè âûðàæåíèé ïî äàííûì ëîãàðèôìàì íàçûâàåòñÿ ïîòåíöèðîâàíèåì.

Ïðèìåð 1. lg x���lg 5���2 lg 3���3 lg 2. Íàéòè x.

Ðåøåíèå. lg x���lg 5���lg 32���lg 23; lg lg ;x =
⋅5 2

3

3

2
 x = ⋅ = =5 2

3

40

9
4

4

9

3

2
.  

Ïðèìåð 2. log log log log .a a a ax b c p= + −
1

2
5  Íàéòè x.

Ðåøåíèå. log log log log ;a a a ax b c p= + −
1

2 5  log log ;a ax
b c

p
�

1

2 5

 x
bc
p

�
5

.  

Сумма и разность логарифмов с различными основаниями

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) log log ;2 45
8

25
�  á) log log .3 3

4
2

3
�

Ðåøåíèå. 
à) log log log log log log log log2 4 2 22 2 2 2 25

8

25
5

8

25
5

1

2

8

25
5

8

25
+ = + = + = + ==  

 = + − = + − = = =log log log log log log log , ;2 2 2 2 2

3

2
2 2

3

25 8 25 5 2 5 2
3

2
1 5  

á) log log log log log log log : log3 3 3 3 3 3 34
2

3
4 2

2

3
4

4

9
4

4

9
− = − = − = ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= 33 9 2= .  

Основное логарифмическое тождество
Îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî:

a ba blog � , ãäå a���0; a � 1; b���0.

Íàïðèìåð: 5 35 3log ;�  10lg 7���7; eln 5���5.

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: 5

4

3 5

1

2 5 4
log

log

.
�

 
Ðåøåíèå.

5 5 5 5 5 3

4

3 5

1

2 5 4
4

3 5
1

2 5 4
5 3 4 5 4

1

2 4log
log

log log log log( ) ( ) ( )
+

= ⋅ = ⋅ = ⋅⋅ = ⋅ =4 9 2 18
1

2 .

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå: 25 1210 25 5 9 0 5 1121, log , log .�  
Ðåøåíèå.

25 121 25 121 250 25 5 9 0 5 1121
1

2

1

2 5 9
1

2 1121
1

2, log , log log log
− = − = ( )⋅

llog log5 9

1

2
1

2

1121

121− ( ) =  

= − = − = −5 11 3 21 185 3 1121log log . 

65

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

7



Другие комбинации свойств логарифмов

Ïðè âû÷èñëåíèè çíà÷åíèÿ îäíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ ïî íåêîòîðûì äðóãèì 
èçâåñòíûì ëîãàðèôìè÷åñêèì âûðàæåíèÿì îáû÷íî èñïîëüçóþò ðàçëîæåíèå âñåõ âõîäÿùèõ 
â äàííûå âûðàæåíèÿ ìíîæèòåëåé íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè.

Ï ð è ì å ð . Èçâåñòíî, ÷òî lg 5���a, lg 3���b. Íàéòè log308.

Ðåøåíèå. Ïî ôîðìóëå ïåðåõîäà ê íîâîìó îñíîâàíèþ ïðåäñòàâèì log30 8 â âèäå:

log
lg

lg
.30 8

8

30
�  

Ðàçëîæèì ÷èñëà 8 è 30 íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè, ïîëó÷èì: lg 8���lg 23���3 lg 2; lg 30���

��lg (3���10)���lg 3���lg 10���lg 3 + 1. Ïðåäñòàâèì lg 2 â âèäå: lg lg lg lg lg .2
10

5
10 5 1 5= = − = −  

Ïîëó÷èì:  log
( lg )

lg

( )

lg

( )
.30 8

3 1 5

3 1

3 1

3 1

3 1

1
= −

+
= −

+
= −

+
a a

b

Îòâåò: 
3 1

1

( )
.

−
+

a
b

Десятичные и натуральные логарифмы
Äåñÿòè÷íûé ëîãàðèôì — ýòî ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ 10: 

log10 b���lg b.

Íàòóðàëüíûé ëîãàðèôì — ýòî ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ å (å — èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî, 
ïðèáëèæåííîå çíà÷åíèå êîòîðîãî: å � 2,7):

loge b���ln b.

Ïðèìåð.  Âû÷èñëèòå: à) 
lg lg

lg lg
;

27 3

15 5

+
−

 á) lg 30 � lg 20 � lg 6; â) 0,01lg 3–1.

Ðåøåíèå. 

à) 
lg lg

lg lg

lg( )

lg( : )

lg

lg
log ;

27 3

15 5

27 3

15 5

81

3
81 43

+
−

= ⋅ = = =  á) lg lg lg lg lg ;30 20 6
30 20

6
100 2+ − = ⋅ = =  

â) 0 01 10 10 10 10 10 33 1 2 3 1 2 3 2 1 3 2 2 2, ( ) ( ) ( ) ( )lg lg lg lg− − − − − − − −= = ⋅ = ⋅ = ⋅⋅ = =100
100

9
11

1

9
.  

Тождественные преобразования логарифмических выражений
Ïðèìåð 1. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå: 

36 2 36
1

36

1

2
36

1

6

1
1

2 6 5
210

1

2
6 5 210 6 5 2

− −+ = ⋅ + = ⋅ +
log log

log log log( ) 110
6

1

25
0 1 0 24 0 1 0 34= ⋅ + = + =, , , , .

 

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ: (2 log12 2 � log12 3)(2 log12 6 � log12 3).

Ðåøåíèå. (2 log12 2 � log12 3)(2 log12 6 � log12 3) � (log12 4 + log12 3)(log12 36 � log12 3) �  
��log12 (4 � 3) � log12 (36 : 3) � log12 12 � log12 12 � 1 � 1 � 1.

Ïðèìåð 3. Íà ñêîëüêî ñóììà ÷èñåë log2 5 è log2 20 áîëüøå ÷èñëà log2 (5 � 20)?
Ðåøåíèå.

(log2 5 � log2 20) � log2 (5 � 20) � log2 (5 � 20) � log2 25 � log2 100 � log2 25 � log2 (100 : 25) � 
��log2 4 � 2.
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Запишите формулы свойств логарифмов:

loga x���loga y �  

loga x���loga y �

� Соедините соответствующие части равенств:

loga x
n�� logak

x� 1

log
ak x � b�

loga x �
logb a

� 1

a a blog � ��n loga x

loga b � log
ak

kb�

loga b � 
log

log
b

b

x

a
�

Ответы на тестовые задания к неделе 7
1 — 5. 2 — 1. 3 — 8. 4 — 250. 5 — 0. 6 — 64. 7 — 81. 8 — 81. 9 — –1. 10 — 25. 11 — 9.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ К  РАЗДЕЛУ «АЛГЕБРА»

1. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 19 10 19 10 1− + − − − − =a a a a, .åñëè

2. Óïðîñòèòå âûðàæåíèå 
3

1

3

1

6

1

12

1

24

1

48

13 3 6 12 24 48−
+

+
+

+
+

+
+

+
+

+x x x x x x
.

3. Íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ñíèçèòñÿ öåíà òîâàðà, åñëè ñíà÷àëà å¸ ñíèçèëè íà 10 %, 
à ïîòîì åù¸ íà 20 %?

4. Öåíà ïåðâîãî òîâàðà ïîâûñèëàñü íà 30 %, à ïîòîì åù¸ íà 5 %. Öåíà âòîðîãî òîâàðà 
ïîâûñèëàñü íà 25 %. Ïîñëå ïîâûøåíèÿ öåíû òîâàðîâ ñðàâíÿëèñü. Íàéäèòå, íà ñêîëüêî 
ïðîöåíòîâ ïåðâîíà÷àëüíàÿ öåíà ïåðâîãî òîâàðà ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû âòîðîãî 
òîâàðà.
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5. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 20 14 2 20 14 23 3+ + − .

6. Íàéäèòå, ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ a è b ìíîãî÷ëåí x4 + 6x3 + 3x2 + ax + b äåëèòñÿ áåç 
îñòàòêà íà ìíîãî÷ëåí x2 + 4x + 3.

7. Âû÷èñëèòå tg arcsin arctg .
1

2

24

25
3

1

2
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

8. Íàéäèòå log25 24, åñëè log6 15 = a, log12 8 = b.
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НЕДЕЛЯ 8 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.1. Уравнения

2.1.1. Квадратные уравнения
2.1.2. Рациональные уравнения
2.1.10. Использование свойств и графиков функций при реше-

нии уравнений

УРАВНЕНИЯ И  НЕРАВЕНСТВА

УРАВНЕНИЯ С ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
Óðàâíåíèåì íàçûâàåòñÿ ðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé. Â îáùåì âèäå óðàâíåíèå çàïèñûâàþò: 

f(x) = g(x). Ïîä ýòîé çàïèñüþ ïîíèìàþò ìàòåìàòè÷åñêóþ çàïèñü çàäà÷è íàõîæäåíèÿ çíà÷å-
íèé àðãóìåíòà, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèå äâóõ äàííûõ ôóíêöèé ðàâíû.

Êîðíåì (èëè ðåøåíèåì) óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, êîòîðîå ïðåâðà-
ùàåò ýòî óðàâíåíèå â âåðíîå ðàâåíñòâî.

Ðåøèòü óðàâíåíèå — îçíà÷àåò íàéòè âñå åãî êîðíè èëè äîêàçàòü, ÷òî èõ íåò.

Íàïðèìåð, õ���2 — êîðåíü óðàâíåíèÿ x x+ =2 ,  ïîñêîëüêó ïðè õ���2 ïîëó÷èì âåðíîå 

ðàâåíñòâî: 4 2� ,  ò. å. 2���2.
Îáëàñòüþ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé (ÎÄÇ) èëè îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ íàçûâàåò-

ñÿ îáùàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ äëÿ ôóíêöèé f(x) è g(x), ñòîÿùèõ â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ 
óðàâíåíèÿ.

Äëÿ óðàâíåíèÿ x x− =3  ÎÄÇ: x���3���0, ò. å. x���3, ïîñêîëüêó îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 

ôóíêöèè f x x( ) = + 2  îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ x���3���0, à îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè 
f(x)���x — ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

Åñëè êàæäûé êîðåíü ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âòîðîãî óðàâíåíèÿ, òî âòîðîå 
óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî.

Åñëè èç ïðàâèëüíîñòè ïåðâîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò ïðàâèëüíîñòü êàæäîãî ïîñëåäóþùåãî, 
òî ïîëó÷èì óðàâíåíèÿ-ñëåäñòâèÿ.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé íå ïðîèñõîäèò ïîòåðè êîðíåé íà÷àëüíîãî óðàâ-
íåíèÿ, íî âîçìîæíî ïîÿâëåíèå ïîñòîðîííèõ êîðíåé. Ïîýòîìó ïðè èñïîëüçîâàíèè óðàâíå-
íèé-ñëåäñòâèé ïðîâåðêà ïîëó÷åííûõ êîðíåé ïîäñòàíîâêîé â íà÷àëüíîå óðàâíåíèå ÿâëÿåòñÿ 
ñîñòàâíîé ÷àñòüþ ðåøåíèÿ.

Íàïðèìåð: x x+ =2 .  
Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò: 

( ) ;x x+ =2 2 2  x���2���x
2
; x

2
���x���2���0; x1���2; x2����1.

Ïðîâåðêà: õ���2 — êîðåíü, ò. ê. 2 2 2+ = ,  ò. å. 2���2; õ����1 — ïîñòîðîííèé êîðåíü, ò. ê. 

− + ≠ −1 2 1;  1 � �1.
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РАВНОСИЛЬНОСТЬ УРАВНЕНИЙ
Äâà óðàâíåíèÿ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè íà íåêî-

òîðîì ìíîæå ñòâå, åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå îíè èìåþò 
îäíè è òå æå êîðíè. Òî åñòü êàæäûé êîðåíü ïåðâîãî 
óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîðíåì âòîðîãî è, íàîáîðîò, êàæ-
äûé êîðåíü âòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ïåðâîãî.

Óðàâíåíèÿ, íå èìåþùèå êîðíåé, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíî-
ñèëüíûìè.

Преобразования, при которых уравнение 
переходит в  равносильное  ему уравнение

1. Åñëè â óðàâíåíèè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëåâóþ è ïðàâóþ 
÷àñòè, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííî-
ìó. Hàïðèìåð: x���4���2x���9 � 2x���9���x���4.

2. Åñëè â óðàâíåíèè êàêîå-íèáóäü ñëàãàåìîå ïåðåíåñòè 
èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ, èçìåíèâ åãî çíàê íà ïðîòè-
âîïîëîæíûé, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå 
äàííîìó. Hàïðèìåð: 2x���7���x � 3 � 2x � x����7 � 3.

3. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü 
íà îäíî è òî æå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, òî ïîëó÷èòñÿ 

óðàâíåíèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó. Hàïðèìåð, óðàâ-

íåíèå 
x x+ =1

4
 ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ x � 1 � 4x 

(óìíîæèâ îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ 
x x+ =1

4
 íà ÷èñëî 4, 

ïîëó÷èì x � 1 � 4x). 
4. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïðèáàâèòü èëè âû-

÷åñòü èç íèõ îäíî è òî æå ÷èñëî, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíå-
íèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó. Hàïðèìåð: x���2���5x ��
� x���2���7���5x���7; 5x���2���0 � 5x���2 � 2���0 � 2.

5. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïðèáàâèòü èëè âû-
÷åñòü èç íèõ ëþáóþ ôóíêöèþ, òî ïîëó÷èòñÿ óðàâíå-
íèå, ðàâíîñèëüíîå äàííîìó ïðè óñëîâèè ÷òî îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî è äàííîãî óðàâíåíèé ñîâïà-
äàþò. Hàïðèìåð:

 x���2 � x���x2���2���x2; x3���5x���8���5x ��x3���8.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 
5

2

3

1x x−
=

−
.

Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 
äëÿ ðåøåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî 
ó÷åñòü ÎÄÇ, ïîýòîìó çàôèêñèðóåì å¸ îãðàíè÷åíèÿ â íà-
÷àëå ðåøåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî â óðàâíåíèè îãðàíè÷åíèÿ 
ÎÄÇ ìîæíî òîëüêî çàôèêñèðîâàòü, íî íå ðåøèòü, à â 
êîíöå — ïðîâåðèòü, âûïîëíÿþòñÿ ëè ýòè îãðàíè÷åíèÿ 
äëÿ íàéäåííûõ êîðíåé.

ÎÄÇ: x���2 � 0; x���1 � 0.

1. Решите квадратное уравнение 

3x2 – 20x – 7 � 0. 

Если корней несколько, то в ответ 
запишите больший. Если уравнение 
не имеет действительных корней, то 
в ответ запишите «0».

2. Катер по течению реки проходит 
300 км на 2 часа быстрее, чем 378 км 
против течения реки. Найдите соб-
ственную скорость катера, если 
скорость течения реки 3 км/ч. Ответ 
запишите в км/ч.

3. Расстояние от пункта A до пункта B 
длиной 480 км легковой автомобиль 
проезжает на 2 ч быстрее, чем гру-
зовой. Найдите скорость грузового 
автомобиля, если она на 20 км/ч 
меньше скорости легкового автомо-
биля. Ответ запишите в км/ч.

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Íà ýòîì ÎÄÇ óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèÿì:
5

2

3

1
0

5 1 3 2

2 1
0

2 1

1 2
0

x x
x x
x x

x
x x

−
−

−
= ⇔

− − −
− −

= ⇔

⇔
+

− −
=

( ) ( )

( )( )

( )( )
.

Äðîáü ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñ-
ëèòåëü ðàâåí íóëþ, à çíàìåíàòåëü äðîáè íå ðàâåí íóëþ.

Âòîðîå óñëîâèå óæå ó÷òåíî â ÎÄÇ, ïîýòîìó 

2x���1���0; x = −
1

2
.

Ó÷ò¸ì ÎÄÇ: ïðè x = −
1

2
: x − = − − = − ≠2

1

2
2 2

1

2
0;  

x − = − − = − ≠1
1

2
1 1

1

2
0.  

Îòâåò: �
1

2
.

Разложение на множители
Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà îñíîâàíî íà òîì, ÷òî óðàâ-

íåíèå f(x)�� �(x)�� 0 ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé 
f x

x
( )
( )

=
=

⎡
⎣⎢

0
0ϕ  â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x)�� �(x)���0.

Иррациональные уравнения

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèÿ:

à) ( ) ;x x2 1 2 1 0− − =  á) ( ) .x x x− − − =1 2 02

Ðåøåíèå.

à) ( ) ;x x2 1 2 1 0− − =  ÎÄÇ: 2x � 1 � 0, x � 0,5.

 ( ) ;x x2 1 2 1 0− − =  
x

x

2 1 0

2 1 0

− =
− =

⎡

⎣
⎢

;

;
 

x

x

= ±
=

⎡

⎣
⎢

1

0 5

;

, .
 

x � �1 — íå âõîäèò â ÎÄÇ. Ñëåäîâàòåëüíî, õ � 0,5; 
õ � 1.

Îòâåò: 0,5; 1.

á) ÎÄÇ: x2 � x � 2 � 0; (x � 2)(x � 1) � 0; 

x � (� ; �1] ! [2; � ).

 ( ) .x x x− − − =1 2 02

 
x

x x

− =

− − =

⎡

⎣
⎢

1 0

2 02

;

;
 

x

x x

=
= = −

⎡

⎣
⎢

1

2 1

;

, .

 õ � 1 — íå âõîäèò â ÎÄÇ. Ñëåäîâàòåëüíî, õ � 2, 
õ � �1.

Îòâåò: 2; �1.

4. Из пункта А в пункт В вышел пе-
шеход. Расстояние АВ � 10 км. Че-
рез 30  мин после него из пункта 
А в пункт В выехал велосипедист, 
скорость которого на 6 км/ч больше 
скорости пешехода. Велосипедист, 
обогнав пешехода и доехав до пун-
кта В, вернулся снова в пункт А в тот 
же момент, когда пешеход пришёл 
в пункт В. Найдите скорость пешехо-
да. Ответ запишите в км/ч.

5. Решите уравнение 

12 2
4

02
−( )⋅ −( )

−
=x x

x
.

6. Два автомобиля выезжают одно-
временно навстречу друг другу 
из пункта А в пункт В и из пункта В 
в пункт А. После встречи одному 
приходится быть в пути ещё 2  ч, 

а  другому  — 9
8

 ч. Определите ско-

рости автомобилей, если рассто-
яние между пунктами А и В равно 
210  км. В ответе запишите меньшее 
число, выразив его в км/ч.

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Причины появления посторонних корней и потери корней  
при решении уравнений

Ïðè÷èíà: ïîëó÷åíèå 
óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé 
çà ñ÷åò ñëåäóþùèõ 

ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðè êàêèõ 
ïðåîáðàçîâàíèÿõ 
ìîãóò ïîâëÿòüñÿ

Ïðèìåð íåïðàâèëüíîãî 
(èëè íåïîëíîãî) 

ðåøåíèÿ

1. Ïåðåõîä ê óðàâíåíèþ,
ó êîòîðîãî ÎÄÇ øèðå, 
÷åì ó çàäàííîãî óðàâíå-
íèÿ.
Íåîáõîäèìî âûïîëíèòü 
ïðîâåðêó ïîäñòàíîâêîé 
êîðíåé â çàäàííîå óðàâ-
íåíèå èëè ó÷èòûâàòü 
ÎÄÇ çàäàííîãî óðàâíåíèÿ

à) ïðèâåäåíèå ïîäîá-
íûõ ÷ëåíîâ

x x x x2 2 6 2+ − = + − .
Ïåðåíåñ¸ì èç ïðàâîé ÷àñòè 
â ëåâóþ ñëàãàåìîå x � 2  
è ïðè âåä¸ì ïîäîáíûå: 
x2���6x���0; x1���0; x2���6 (ïîëó-
÷èì ïîñòîðîííèé êîðåíü õ���0, 
êîòîðûé íå âõîäèò â ÎÄÇ: 
x���2���0).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: 6

á) ïðèâåäåíèå îáå-
èõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ 
ê îáùåìó çíàìåíàòåëþ 
(ïðè îòáðàñûâàíèè 
çíàìåíàòåëÿ)

4

2

7

3

4

5 62x x x x+
+

+
=

+ +
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ 
íà îáùèé çíàìåíàòåëü âñåõ 
äðîáåé (x���2)(x���3). Ïîëó÷èì 
4(x���3)���7(x���2)���4; x����2 (íå 
ó÷ëè ÎÄÇ: x � �2, x � �3).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: êîðíåé íåò

â) âîçâåäåíèå îáå-
èõ ÷àñòåé èððàöèî-
íàëüíîãî óðàâíåíèÿ 
â êâàäðàò èëè ëþáóþ 
÷¸òíóþ ñòåïåíü

2 1x x+ = .
2x���1���x; x����1 (íå ó÷òåíî 
ÎÄÇ x���0; 2x���1���0).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: êîðíåé íåò

2. Âûïîëíåíèå ïðåîáðà-
çîâàíèé, â êîòîðûõ åñòü 
íåÿâíîå óìíîæåíèå íà 
íóëü

Óìíîæåíèå îáåèõ 
÷àñòåé íà âûðàæåíèå 
ñ ïåðåìåííîé

x
x x

2

1

1

1−
=

−
.

Óìíîæèì îáå ÷àñòè íà (x���1):

x
x

x
x

x

x x

2

2
1

1
1

1
1

1 1
−

⋅ − =
−

−

= = ±

( ) ( );

; .
 

(x���1 íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: x����1

3. Ïðèìåíåíèå ê îáåèì 
÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ôóíê-
öèè, êîòîðàÿ íå ìîíî-
òîííà

Âîçâåäåíèå îáåèõ 
÷àñòåé óðàâíåíèÿ 
â ÷¸òíóþ ñòåïåíü èëè 
äîáàâëåíèå ê îáåèì 
÷àñòÿì òðèãîíîìåòðè-
÷åñêèõ ôóíêöèé

x x+ = −1 1 .
Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè â êâàäðàò:

x x

x x x x x
x x x x

+( ) = −

+ = − + − =
− = = =

1 1

1 2 1 3 0
3 0 3 0

2
2

2 2

1 2

( ) ;

; ;
( ) ; ;

 

(ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî 
õ���0 — ïîñòîðîííèé êîðåíü).
Ïðàâèëüíûé îòâåò: 3
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Ïðè÷èíà: ïîëó÷åíèå 
óðàâíåíèé-ñëåäñòâèé 
çà ñ÷åò ñëåäóþùèõ 

ïðåîáðàçîâàíèé

Ïðè êàêèõ 
ïðåîáðàçîâàíèÿõ 
ìîãóò ïîâëÿòüñÿ

Ïðèìåð íåïðàâèëüíîãî 
(èëè íåïîëíîãî) 

ðåøåíèÿ

4. ßâíîå èëè íåÿâíîå 
ñóæåíèå ÎÄÇ çàäàííîãî 
óðàâíåíèÿ, â ÷àñò íîñòè 
âûïîëíåíèå ïðåîáðàçîâà-
íèé, â êîòîðûõ ïðîèñõî-
äèò íåÿâíîå äåëåíèå íà 
íóëü

à) äåëåíèå îáåèõ ÷à-
ñòåé óðàâíåíèÿ íà âû-
ðàæåíèå ñ ïåðåìåííîé

"
Âûâîä: òå 
çíà÷åíèÿ, 
íà êîòîðûå 
ñóçèëè ÎÄÇ, 
íåîáõîäèìî 
ðàññìîòðåòü 
îòäåëüíî

#
á) ñëîæåíèå, âû÷èòà-
íèå, óìíîæåíèå èëè 
äåëåíèå îáåèõ ÷àñòåé 
óðàâíåíèÿ íà âûðàæå-
íèå, ó êîòîðîãî ÎÄÇ 
óæå, ÷åì ó çàäàííîãî 
óðàâíåíèÿ

x2���x
Ïîäåëèì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ 
íà õ, ïîëó÷èì: x���1

(ïîòåðÿ êîðíÿ õ���0, ò. ê. ôàêòè-

÷åñêè ïîëó÷èëè 
x
x

x
x

2

� ,  óðàâíå-

íèå, ãäå ÎÄÇ: x � 0, ò. å. ñóçèëè 
ÎÄÇ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ).
Îòâåò: 0; 1

5. Ïðèìåíåíèå ôîð-
ìóë, ñóæàþùèõ îáëàñòü 
îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèé, 
â ÷àñò íîñòè âîçìîæíî 
íåòî÷íîå ïðèìåíåíèå 
ôîðìóë

Åñëè ïðèìåíÿþòñÿ 
ôîðìóëû, ñóæàþùèå 
îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, 
ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ 
ðàññìàòðèâàåì îòäåëü-
íî è ñëåäèì çà ñòðîãî-
ñòüþ ïðèìåíåíèÿ 
ôîðìóë

lg x2���4
Ïî ñâîéñòâó ëîãàðèôìà:
2 lg x���4; lg x���2; x���100
(ïðîèçîøëà ïîòåðÿ êîðíÿ 
õ����100 èç-çà òîãî, ÷òî ôîð-
ìóëó lg x2���2 lg $x$ ïðèìåíèëè 
áåç ìîäóëÿ).
Îòâåò: �100

Замена переменной
Ýòî äîâîëüíî ðàñïðîñòðàí¸ííûé ìåòîä. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîâòîðÿþùååñÿ âûðàæåíèå çàìå-

íÿþò îäíîé ïåðåìåííîé, ðåøàþò ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîé íîâîé ïåðåìåí-
íîé è âîçâðàùàþòñÿ ê íà÷àëüíîé ïåðåìåííîé, äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó.

Иррациональные уравнения

Íàïðèìåð: x x x x2 26 9 6 18 9− + + − + = .

Ðåøåíèå. Ïóñòü x2���6x���9���t, òîãäà x2���6x���18���t���9, t���0. Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: 

t t+ + =9 9.  Ðåøàåì åãî ñïîñîáîì èçîëÿöèè êâàäðàòíîãî êîðíÿ: 

t t t t t t t t t t t+ = − +( ) = −( ) + = − + = = ( ) = =9 9 9 9 9 81 18 18 72 4 4 16
2 2 2 2; ; ; ; ; ; ..

Òîãäà x2���6x���9���16; x2���6x���7���0; x1����1; x2���7. Îáà êîðíÿ óäîâëåòâîðÿþò èñõîäíîìó 
óðàâíåíèþ.

Îòâåò: x����1; x���7.

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Ðàññìîòðèì äðóãîå óðàâíåíèå, êîòîðîå ìîæíî ðåøèòü ìåòîäîì çàìåíû ïåðåìåííîé:

2 8 12 4 62 2x x x x− + = − − . 

Ïðèâåä¸ì óðàâíåíèå ê âèäó: 2 8 12
1

2
2 8 12 122 2x x x x− + = − + −( ) .  

Ïóñòü t x x= − +2 8 122 ,  t���0. Ïîëó÷èì t t= −
1

2
122 ;  t2���2t���24���0; t1���6; t2����4 — íå 

ïîäõîäèò, ò. ê. t���0.

Ñäåëàåì îáðàòíóþ çàìåíó: 2 8 12 62x x− + = .

2x2���8x���12���36; x2���4x���6���18; x2���4x���12���0; x1���6; x2����2.

Îòâåò: x1����2; x2���6.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà f x g xn m( ) ( )�
Â ýòîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè âîçâîäÿò â ñòåïåíü k���ÍÎÊ(n, m) — íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå 

÷èñåë m è ï.

Íàïðèìåð: x x− = +1 33 .  ÎÄÇ: x���1���0; x���1.
Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè â ñòåïåíü ÍÎÊ(2; 3)���6. (x���1)3���(x���3)2; x3���4x2���3x���10���0.
Ïîäáîðîì íàõîäèì: x1���5 (5 — äåëèòåëü ÷èñëà 10). Òîãäà x3���4x2���3x���10����

��(x���5)(x2���x���2)���0.

x

x x

x− =

+ + =
=⎡

⎣
⎢

⎡

⎣
⎢

5 0

2 0

5
2

;

;

;

.ðåøåíèéíåò
 

Îòâåò: 5.

Использование свойств функций
Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) � g(x) è âûÿñíèëîñü, ÷òî f(x) � a, g(x) � a, òî ðàâåíñòâî  

f(x) � g(x) âîçìîæíî â ñëó÷àå 
f x a

g x a

( ) ;

( ) .

=
=

⎧
⎨
⎩

 

Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) � g(x) è âûÿñíèëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà 
ïðîìåæóòêå õ, à ôóíêöèÿ g(x) óáûâàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå (èëè íàîáîðîò), òî óðàâíåíèå 
ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Иррациональные уравнения

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x x x x2 25 6 4 4− + = − − . 

Ðåøåíèå. x x x x2 25 6 4 4− + = − − ; x x x x2 25 6 4 4− + = − − +( );  x x x2 25 6 2− + = − −( ) ; 

òàê êàê f x x x( ) ,= − + ≥2 5 6 0  à �(x � 2)2 � 0, òî ïîëó÷àåì: x x

x

2

2

5 6 0

2 0

− + =

− − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

( ) ;
 õ � 2. 

Îòâåò: 2. 

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x x− + =7 33 . 

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x � 7 � 0, x � 7. x x− + =7 33 ; x x− = −7 3 3 .

Åñëè õ � 7, òî f x x( ) = − 7  — âîçðàñòàþùàÿ, à g x x( ) = −3 3  — óáûâàþùàÿ, ñëåäîâà-

òåëüíî, óðàâíåíèå x x− + =7 33  èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü, õ � 8.

Îòâåò: 8.
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Уравнения и связанные с ними функции

Ëèíåéíûå óðàâíåíèÿ

Ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ 
y = kx � b, k���R, b���R. 
Ãðàôèê ôóíêöèè y = kx + b 
(ïðÿìàÿ)

y

x
0

y = kx + b;
b = 0, k < 0

y = kx + b;
b = 0, k > 0

�1

�2

y

b

x0

y = kx + b;
b � 0, k > 0

y = kx + b;
b � 0, k < 0

�
1�

2

�

Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé y = |x|

Ôóíêöèÿ y = |x| Óðàâíåíèå |x| = a

a 	 0 a � 0 a � 0

% x � 0 x � a, x � � a

Óðàâíåíèå |x � b| = a

a 	 0 a � 0 a � 0

% x � b x � b � a, x � b � a

Êâàäðàòíûå óðàâíåíèÿ

Êâàäðàòè÷íàÿ ôóíêöèÿ 

y = ax
2
 � bx � c, a � 0. 

Ãðàôèê ôóíêöèè 

ax
2
 + bx + c, a � 0 (ïàðàáî-

ëà)

D 	 0 D � 0 D � 0

a � 0

x

y

0 x
0

y
0

x

y

0x
0

x

y

0

x
0

x
2

x
1

y
0

a 	 0

x

y

0
x

0

y
0 x

y

0

x
0

x

y

0 x
0

x
2

x
1

y
0
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Óðàâíåíèå ax
2
 + bx + c � 0, 

a � 0. D � b2 � 4ac — 
äèñêðèìèíàíò

D 	 0 D � 0 D � 0

% x
b
a

= −
2

x
b D

a
=

− ±
2

Óðàâíåíèå ax
2
 � c � 0, a � 0, 

b �  0
ac � 0 ac 	 0 ac � 0

% x
c
a

= ± − x � 0

Óðàâíåíèå x
2
 + px + q � 0

x
p p

q1 2

2

2 2, = − ± ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−

Óðàâíåíèå ax
2
 + bx � 0, 

c  � 0, a � 0
x1  � 0; x

b
a2 = −

Óðàâíåíèå ax2 + 2kx + c  � 0
x

k k ac
a1 2

2

, = − ± −

Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé y = a x
2n

Ôóíêöèÿ y = a x
2n

, n���N. 
Óðàâíåíèå ax

2n
 � b

x

y

y = b

y 
=

 a
x

2
n

0 2n    b &—    a–
2n    b &—    a

ax
2n

 � b, a � 0

b 	 0 b � 0 b � 0

% x � 0 x
b
a

n= ±2

x

y

y = b

y =
 a

x
2

n

0–
2n    b &—    a

2n    b &—    a

ax
2n

 � b, a 	 0

b 	 0 b � 0 b � 0

x
b
a

n= ±2 x � 0 %

Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé y = a x
2n + 1

Ôóíêöèÿ y = ax
2n + 1

, n���N. 
Óðàâíåíèå ax

2n+1
 � b

x

y

0

y = a2n + 1
y = b

2n + 1    b &—    a

a 	 0

x

y

0

y = a2n + 1

y = b

2n + 1    b &—    a

a � 0

x
b
a

n= +2 1
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Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé y
k

x n
=

2

Ôóíêöèÿ y
k

x n
�

2 , n���N.  

Óðàâíåíèå 
k

x
a

n2
� , n���N

x

y

0

y = a

2n    k &—    a–
2n    k &—    a

xy

0

y = a

2n    k &—    a–
2n    k &—    a

a � 0 a � 0 a 	 0

k 	 0 % % x
k
a

n= ±2

k � 0 x
k
a

n= ±2 % %

Ïðîñòåéøèå óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà, ñâÿçàííûå ñ ôóíêöèåé y
k

x n
�

2 +1

Ôóíêöèÿ y = +
k

x n2 1 , n���N.  

Óðàâíåíèå 
k

x
a

n2 1+
= ,  

n���N
x

y

0

y = a

2n + 1    k &—    a

k  � 0

x

y

0

y = a

2n + 1    k &—    a

k 	 0

a � 0
%

a � 0

x
k
a

n= +2 1

Использование графиков
Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) � g(x) î÷åíü ïðîñòà: íóæíî ïîñòðîèòü 

ãðàôèêè ôóíêöèé ó�� f(x), ó � g(x) è íàéòè òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ñëó-
æàò àáñöèññû ýòèõ òî÷åê. 

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé ìîæíî çàìåíèòü ññûëêîé íà 
êàêèå-ëèáî ñâîéñòâà ôóíêöèé. Åñëè, íàïðèìåð, îäíà èç ôóíêöèé ó � f(x), ó � g(x) âîçðàñòà-
åò, à äðóãàÿ óáûâàåò, òî óðàâíåíèå f(x) � g(x) ëèáî íå èìååò êîðíåé, ëèáî èìååò îäèí êîðåíü.
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Запишите преобразования уравнения 5x + 3 = 2x – 1, которые приведут к  равно-
сильному ему уравнению.
1. Åñëè â óðàâíåíèè ïîìåíÿòü ìåñòàìè ëåâóþ è ïðàâóþ 

÷àñòè

2. Åñëè â óðàâíåíèè êàêîå-íèáóäü ñëàãàåìîå ïåðåíåñòè 
èç îäíîé ÷àñòè â äðóãóþ, èçìåíèâ åãî çíàê íà ïðîòè-
âîïîëîæíûé

3. Åñëè îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ óìíîæèòü èëè ðàçäåëèòü 
íà îäíî è òî æå îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî

4. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïðèáàâèòü èëè âû-
÷åñòü èç íèõ îäíî è òî æå ÷èñëî

5. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ ïðèáàâèòü èëè âû-
÷åñòü èç íèõ ëþáóþ ôóíêöèþ, ïðè óñëîâèè ÷òî îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî è äàííîãî óðàâíåíèé 
ñîâïàäàþò

� Схематически изобразите графическое решение уравнений:

à) 5x + 3���2 â) 2x3 ��5

O

y

x

 

O

y

x

á) 2x2 + x + 1���3 ã) 
3

2 1
4x

x= +

O

y

x

 

O

y

x

Ответы на тестовые задания к неделе 8
1 — 7. 2 — 57. 3 — 60. 4 — 4. 5 — 12. 6 — 60.
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НЕДЕЛЯ 9 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.1. Уравнения

2.1.3. Иррациональные уравнения
2.1.10. Использование свойств и графиков функций при реше-

нии уравнений

Иррациональные уравнения

Простейшие иррациональные уравнения
Óðàâíåíèå 

2n
&x= a, n���N.

Ôóíêöèÿ y = 
2n
&x, n���N. 

x

y

0

2n 

a2n

a 	 0 a � 0

% x � a
2n

Óðàâíåíèå 
2n+ 1

&x = a, n���N.

Ôóíêöèÿ y = 2n���1&x, n���N.

x

y

a2n + 10

2n + 1

x � a2n���1

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x x= − 2 .

Ðåøåíèå. Ãðàôèêè ôóíêöèé y x�  è y x= − 2  èçîáðàæåíû íà 
ðèñóíêå.  Îíè  ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êàõ À (1; 1) è Â (4; 2). Çíà÷èò, 
óðàâíåíèå èìååò äâà êîðíÿ: õ1 � 1, õ2 � 4.

Îòâåò: 1; 4. 

Решение иррациональных уравнений
Óðàâíåíèå, â êîòîðîì ïåðåìåííàÿ íàõîäèòñÿ ïîä çíàêîì êîðíÿ, íàçûâàåòñÿ èððàöèî-

íàëüíûì.
Ïðè ðåøåíèè òàêèõ óðàâíåíèé ÷àùå âñåãî èõ ñâîäÿò ê ðàöèîíàëüíûì.
Ïðè ðåøåíèè èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íåîáõîäèìî ïîìíèòü, ÷òî:
1. Â óðàâíåíèè êîðíè ÷¸òíîé ñòåïåíè — àðèôìåòè÷åñêèå, ïîýòîìó çíà÷åíèå êîð-

íÿ íåîòðèöàòåëüíîå, ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå — íåîòðèöàòåëüíîå, íàïðèìåð: óðàâíåíèå 

x − = −3 2 êîðíåé íå èìååò, ïîòîìó ÷òî x − ≥3 0  âñåãäà.
2. Âñå êîðíè íå÷¸òíîé ñòåïåíè îïðåäåëåíû äëÿ ëþáîãî ïîäêîðåííîãî âûðàæåíèÿ, çíà-

÷åíèå êîðíÿ èìååò òîò æå çíàê, ÷òî è ïîäêîðåííîå âûðàæåíèå:

x + =7 33 ;  ( ) ;x + =7 33 3 3  x���7���27; x���20.

�

��

2

1

21 4

=� �

= − �� �
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3. Ðåøåíèå èððàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé íàäî íà÷è-
íàòü ñ íàõîæäåíèÿ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ, åñ-
ëè â íåãî âõîäÿò êîðíè ÷¸òíîé ñòåïåíè.

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ (èëè îáëàñòü äîïóñòèìûõ çíà-
÷åíèé) — ýòî ìíîæåñòâî âñåõ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë õ, 
ïðè êîòîðûõ îäíîâðåìåííî èìåþò ñìûñë âûðàæåíèÿ, 
âõîäÿùèå â óðàâíåíèå.

Êîðíè óðàâíåíèÿ, íå óäîâëåòâîðÿþùèå èñõîäíîìó 
óðàâíåíèþ, íàçûâàþòñÿ ïîñòîðîííèìè.

4. ×òîáû èñêëþ÷èòü ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå íå-
ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîñòîðîííèå êîðíè, íåîá-
õîäèìî ñäåëàòü ïðîâåðêó ðåøåíèé.

5. Ê ïîÿâëåíèþ ïîñòîðîííèõ êîðíåé ìîãóò ïðèâå-
ñòè òàêèå ïðåîáðàçîâàíèÿ, êàê âîçâåäåíèå â ÷¸òíóþ ñòå-
ïåíü îáåèõ ÷àñòåé, êîòîðûå ðàâíû ïî àáñîëþòíûì çíà÷å-
íèÿì, íî ìîãóò îòëè÷àòüñÿ çíàêîì.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ôîðìàëüíîå èñïîëüçîâàíèå 
ôîðìóë òèïà

ab a bn n n2 2 2= ⋅  èëè 
a
b

a

b
n

n

n
2

2

2
�

ìîæåò ïðèâåñòè ê ñóæåíèþ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíå-
íèÿ â öåëîì è ïîòåðå êîðíåé.

Основные методы решения 
иррациональных  уравнений

Âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â ñòåïåíü

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå:  9 3− = +x x .
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó â óðàâíåíèè ñëåâà — êîðåíü 

÷¸òíîé ñòåïåíè, òî 9���x���0 è x���9. Êðîìå òîãî, ïðà-
âàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ äîëæíà áûòü íåîòðèöàòåëüíîé, ïî-
ñêîëüêó ñëåâà èìååì àðèôìåòè÷åñêèé êîðåíü.

x���3���0 � x����3. Òîãäà îáëàñòü çíà÷åíèé ïåðåìåí-
íîé: x � [�3; 9].

Âîçâåä¸ì â êâàäðàò îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

9���x���(x���3)2 � x2���6x���9���x���9���0; 

x(x���7)���0; x1���0; x2����7. Íî x2 ' [�3; 9]. 

Îòâåò: x���0.

«Èçîëÿöèÿ» êâàäðàòíîãî êîðíÿ

Ýòîò ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà îí 
óïðîùàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ. 

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x x+ + − =2 3 3.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: 
x

x

+
−

⎧
⎨
⎩

2 0

3 0

�
�

;

;
 x � [�2; 3]. 

Èçîëèðóåì îäèí êâàäðàòíûé êîðåíü: 

x x+ = − −2 3 3 .  

1. Решите уравнение 

x x x x x+ − + − − = +2 1 2 1 1.

 

2. Найдите корень уравнения 

14 5 3− =x .

 

3. Решите уравнение 

9 3− = −x x .

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êâàäðàò: x x x x x+ = − − + − ⇒ − = −2 9 6 3 3 5 3 3 .  
Åùå ðàç âîçâåä¸ì â êâàäðàò îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ: 

25���10x���x2���9(3���x) � x2���x���2���0 � x1����1; x2���2.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà ÷èñëà ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: õ����1; õ���2.

«Èçîëÿöèÿ» êóáè÷åñêîãî êîðíÿ

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x x x− + − − − =1 2 2 3 03 3 3 .

Ðåøåíèå. Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà. 
Èçîëèðóåì îäèí èç êîðíåé è âîçâåä¸ì â êóá îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ:

x x x x x x x− + − − + − − + − = −1 3 1 2 3 1 2 2 2 323 3 23( ) ( ) ( )( ) ;

3 1 2 1 2 03 3 3( )( )( ) ;x x x x− − − + − =  
x

x

x

x

− =
− =

⎡

⎣
⎢ ⇒

=
=

⎡

⎣
⎢

1 0

2 0

1

2
1

2

;

;

;

;
  

èëè x x− + − =1 2 03 3 ;  x x− = − −1 23 3 ;  x���1����(x���2); x3
3

2
� .

Îòâåò: x���1; x���2; x���1,5.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà f x g xn m( ) ( )�
Â ýòîì ñëó÷àå îáå ÷àñòè âîçâîäÿò â ñòåïåíü k���ÍÎÊ(n, m) — íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå 

÷èñåë m è ï.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: x x− = +1 33 .  
Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x���1���0; x���1. Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè â ñòåïåíü ÍÎÊ(2; 3)���6.

(x���1)3���(x���3)2; x3���4x2���3x���10���0. Ïîäáîðîì íàõîäèì: x1���5. 

Òîãäà x3���4x2���3x���10���(x���5)(x2���x���2)���0. Óðàâíåíèå x2���x���2���0 êîðíåé íå èìååò.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî õ���5 — êîðåíü óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: õ���5.

Использование нескольких приёмов при решении уравнений

Óðàâíåíèÿ âèäà f x f x h x( ) ( ) ( )3 ± =3  èëè f x g x h x( ) ( ) ( )3 3 3± =

Ïðè ðåøåíèè òàêîãî óðàâíåíèÿ îáå ÷àñòè âîçâîäÿò â êóá ïî ôîðìóëå:

( 3 (3 3 3 3 3 3a b a b ab a b± = ± ± +) )

è âûðàæåíèå, ñòîÿùåå â ñêîáêàõ â ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû, çàìåíÿþò íà ïðàâóþ ÷àñòü èñ-
õîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Çàìå÷àíèå. Íîâîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èâøååñÿ ïðè ýòîì ïðåîáðàçîâàíèè, íå ðàâíîñèëüíî 
äàííîìó, à ÿâëÿåòñÿ óðàâíåíèåì-ñëåäñòâèåì. Ïîýòîìó ðàöèîíàëüíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷èâøå-
åñÿ ïðè ýòîì, ìîæåò èìåòü ïîñòîðîííèå êîðíè, êîòîðûå îòñåèâàþòñÿ ïðîâåðêîé.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 24 2 63 3 3x x x+ − + = .
Ðåøåíèå. Âîçâåä¸ì îáå ÷àñòè óðàâíåíèÿ â êóá: 

3 24 2 6 3 3 24 2 6 3 24 2 63 3 3x x x x x x x+ − − − + + + − + =( )( )( ) ) .
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Çàìåíèì âûðàæåíèå ( ( ) )3 24 2 63 3x x+ − +  íà x3 ,  ó÷èòûâàÿ óñëîâèå.

Ïîëó÷èì: ( )( )3 24 2 6 63 x x x+ + =  èëè x3���11x2���24x���36���0. Íàõîäèì êîðíè óðàâíåíèÿ: 
x1���1; x2,3����6. Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî õ����6 — ïîñòîðîííèé êîðåíü.

Îòâåò: õ���1.

Ñâåäåíèå èððàöèîíàëüíîãî óðàâíåíèÿ ê ñèñòåìå ðàöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå:  x x+ + − =7 28 53 3 .

Ðåøåíèå. Ïóñòü x a+ =73 ,  283 − =x b,  òîãäà a���b���5. Íàéä¸ì a3���b3���x���7���28���x���35.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 
a b

a b

a b ab a b

a b

ab

a

3 3 335

5

3 35

5

6+ =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒ + − + =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

=;

;

( ) ( ) ;

;

;

++ =
⎧
⎨
⎩ b 5.

Èìååì äâå ñèñòåìû: 
a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

2

3

;

;
 èëè 

a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

3

2

;

;
 

x

x

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

7 2

28 3

3

3

;

;
èëè

x

x

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

7 3

28 2

3

3

;

;
 x���1; x���20.

Îòâåò: õ���1; õ���20.

Уравнения, содержащие переменную под знаком модуля
Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïåðåìåííóþ ïîä çíàêîì ìîäóëÿ, ÷àùå âñåãî ïðè-

ìåíÿþò ñëåäóþùèå ìå òîäû:
à)�ðàñêðûòèå ìîäóëÿ ïî îïðåäåëåíèþ;
á)�âîçâåäåíèå îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò;
â)�ìåòîä èíòåðâàëîâ (ïðîìåæóòêîâ).
Îòìåòèì ñâîéñòâà ìîäóëÿ, êîòîðûå íåðåäêî èñïîëüçóþòñÿ íà ïðàêòèêå:

|x|���0, |x|���x, |xy| � |x| � |y|, 

|x|2 � x2, 
x
y

x
y

� ,  

|�x| � |x|, |�f(x)| � |f(x)|.

Ïðåæäå ÷åì íà÷àòü ðåøàòü óðàâíåíèå ñ ìîäóëåì, çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå |f(x)|���a ðàâíî-

ñèëüíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé 
f x a
f x a

( )
( )

,
=
= −

⎡
⎣⎢

 åñëè a���0. Åñëè æå a�	�0, òî óðàâíåíèå f|(x)|���a 

ðåøåíèé íå èìååò.
Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |2x � 1|���|x � 1|.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ñ äâóìÿ ìîäóëÿìè ìîæíî ðåøàòü ìåòîäîì èíòåðâàëîâ, 

êîòîðûé ðàññìîòðåí íèæå, îäíàêî äëÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ áûñòðåå âñåãî ïðèâîäèò ê öåëè 
ñïîñîá âîçâåäåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâíåíèÿ â êâàäðàò, ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî |f(x)|2���(f(x))2. 

Èìååì: |2x � 1| � |x � 1| ��|2x � 1|2 � |x � 1|2 � (2x � 1)2 � (x � 1)2 ���

��4x2 � 4x � 1 � x2 � 2x � 1 ��3x2 � 2x � 0 � x (3x � 2)�� 0 � x1 � 0,x2
2

3
� .

Îòâåò: 0; 
2
3

.
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Метод интервалов (промежутков) при решении уравнений с модулями
Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:
1)� ïðèðàâíèâàþòñÿ ê íóëþ âûðàæåíèÿ, ñòîÿùèå ïîä çíàêîì ìîäóëÿ;
2)� ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ íàíîñèì íà ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ, êîòîðàÿ ïðè ýòîì ðàçáèâàåòñÿ 

íà èíòåðâàëû (ïðîìåæóòêè), â êàæäîì èç êîòîðûõ — ñâîé çíàê ïîäìîäóëüíîãî âû-
ðàæåíèÿ;

3)� ðåøàþòñÿ ïîëó÷åííûå óðàâíåíèÿ â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ.
Hà ïðàêòèêå ìåòîä èíòåðâàëîâ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ, êîãäà óðàâíåíèå ñîäåðæèò áîëåå 

îäíîãî ìîäóëÿ.
Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ìåòîäà èíòåðâàëîâ íà êîíêðåòíîì ïðèìåðå.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: |x���2|���|x � 4|���5x � 20.
Ðåøåíèå. x � 2���0 � x � �2; x � 4���0 � x���4. Hàíîñèì íà ÷èñëîâóþ ïðÿìóþ òî÷êè 

x � � 2 è x���4. Ýòè òî÷êè ðàçáèâàþò ïðÿìóþ íà òðè èíòåðâàëà (ïðîìåæóòêà), â êàæäîì 
èç êîòîðûõ ñâîé çíàê ïîäìîäóëüíîãî âûðàæåíèÿ. Îáîçíà÷èì ýòè èíòåðâàëû I, II, III, ãäå 
I: x 	 �2; II: �2���x���4; III: x���4.

Äëÿ èíòåðâàëà I èìååì: 
|x���2|����(x���2)�� �x � 2; |x � 4|����(x � 4)�� �x���4.
Îòñþäà ïîëó÷àåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â I èíòåðâàëå:

�x � 2 � x � 4 � 5x � 20 � �2 � 4 � 20 � x � x � 5x � 22 � 7x � x � 22
7

.

Îäíàêî çíà÷åíèå x � 22
7

 íå ïðèíàäëåæèò I èíòåðâàëó, ãäå x 	 �2, èíà÷å ãîâîðÿ, 

22
7

2∉ −∞ −( ; ),  îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå |x � 2 | � |x � 4| � 5x � 20 — â I èíòåðâàëå ðåøåíèé 

íå èìååò.
Äëÿ II èíòåðâàëà |x � 2| � x � 2, |x � 4| � �(x � 4)�� �x � 4, òîãäà�èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò 

âèä: 

x � 2 �(� x � 4)�� 5x � 20 � �5x � 2 � 4 � 20 � 26 � x � 26
5

.

Îäíàêî 
26
5

 íå âõîäèò â èíòåðâàë �2���x���4, çíà÷èò, âî II èíòåðâàëå èñõîäíîå óðàâíåíèå 

ðåøåíèé íå èìååò.
Äëÿ III èíòåðâàëà |x���2|���x���2; |x � 4|���x � 4, òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå èìååò âèä:

x � 2 � x � 4 � 5x � 20 � 2 � 4 � 20 � �x � x � 5x � 18 � 3x � x � 6.

Òàê êàê 6 âõîäèò â èíòåðâàë x � 4, òî x � 6 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.
Îòâåò: 6.

Çàìå÷àíèå. Ðåøåíèå ïðèìåðà ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ôîðìå, ïðèìåíÿÿ ïîíÿòèå 
ñîâîêóïíîñòè ñìåøàííûõ ñèñòåì, ò. å. ñèñòåì, ñîäåðæàùèõ óðàâíåíèÿ è íåðàâåíñòâà:

|x � 2| � |x � 4| � 5x � 20.
Èìååì òðè èíòåðâàëà — I: x�	��2; II: �2���x���4; III: x���4. Îòñþäà, 

â çàâèñèìîñòè îò òîãî, â êàêîì èíòåðâàëå ìû èùåì ðåøåíèå, èñõîä-
íîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñëåäóþùèõ ñìåøàííûõ 
ñèñòåì:

x
x x x

x
x x x

x< −
− + − − = −{ −

+ − − = −{ >2
2 4 5 20

2 4
2 4 5 20

;
( ) ( ) ;

;
( ) ;

       
� � 44

2 4 5 20
;

;x x x+ + − = −{
èëè 

x

x

x

x
x
x

< −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

−

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

>
={2

22
7

2 4
26
5

4
6

;

;

;

;
;
.

        
� �

–2 4

I II III
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Ïåðâàÿ è âòîðàÿ ñèñòåìû ðåøåíèé íå èìåþò (ýòî îçíà÷àåò, ÷òî â I è âî II èíòåðâàëàõ 

ðåøåíèé íåò), ò. ê. 
22
7

2
26
5

2 4∉ −∞ − ∉ −( ; ), [ ; ],  à òðåòüÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå x � 6. 

Îòâåò: 6.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: log3 |2x � 1|���2.

Ðåøåíèå. log3 |2x � 1|���2 ��|2x � 1|���32���9 �  
2 1 9
2 1 9

5
4

x
x

x
x

− =
− = −

⎡
⎣⎢

⇔ =
= −

⎡
⎣⎢

.

Îòâåò: 5; �4.

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Схематически изобразите графическое решение уравнений:

à) 6 54 x �  á) 2 13 x �

O

y

x

 

O

y

x

Ответы на тестовые задания к неделе 9
1 — 1. 2 — 1. 3 — 6.
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НЕДЕЛЯ 10 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.1. Уравнения

2.1.4. Тригонометрические уравнения
2.1.10. Использование свойств и графиков функций при реше-

нии уравнений

Разложение на множители
Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà îñíîâàíî íà òîì, ÷òî óðàâíåíèå f(x)�� �(x)�� 0 ðàâíîñèëüíî ñîâî-

êóïíîñòè óðàâíåíèé 
f x

x
( )
( )

=
=

⎡
⎣⎢

0
0ϕ  â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x)�� �(x)���0.

Тригонометрические уравнения
Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå:
sin 2x � sin x � 0.
Ðåøåíèå.

sin 2x � sin x � 0; 2
2

2

2

2
0sin cos ;

x x x x− + =  2
2

3

2
0sin cos ;

x x �  

sin ;

cos ;

x

x
2

0

3

2
0

=

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

 

x
n n

x
k k

2
3

2 2

= ∈

= + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

π

π π

, ;

, ;

Ζ

Ζ

x n n

x
k

k

= ∈

= + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

2

3

2

3

π
π π

, ;

, .

Ζ

Ζ

Îòâåò: 2
3

2

3
π π π
n

k
n k, , , .+ ∈ Ζ

Замена переменной
Ýòî äîâîëüíî ðàñïðîñòðàí¸ííûé ìåòîä. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîâòîðÿþùååñÿ âûðàæåíèå çàìå-

íÿþò îäíîé ïåðåìåííîé, ðåøàþò ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî ýòîé íîâîé ïåðåìåí-
íîé è âîçâðàùàþòñÿ ê íà÷àëüíîé ïåðåìåííîé, äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó.

Тригонометрические уравнения
Åñëè óðàâíåíèå, ñîäåðæàùåå äâå èëè áîëåå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè, óäà¸òñÿ ñâåñòè 

ê êàêîé-ëèáî îäíîé (sin x, cos x, tg x è äð.), òî ïîñëå ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíû ïåðåìåííîé 
òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ïðåîáðàçóåòñÿ â àëãåáðàè÷åñêîå îòíîñèòåëüíî ñäåëàííîé çà-
ìåíû ïåðåìåííîé. Åñëè àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå óäà¸òñÿ ðåøèòü, òî òåì ñàìûì èñõîäíîå 
óðàâíåíèå ñâîäèòñÿ ê îäíîìó èëè ê ñîâîêóïíîñòè íåñêîëüêèõ ïðîñòåéøèõ óðàâíåíèé.

Îñîáî îòìåòèì òðèãîíîìåòðè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ïðèâîäèìûå ê êâàäðàòíûì. 
Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin x���2cos2 x � 1���0.
Ðåøåíèå. Çàìåíèâ cos2 x íà 1 � sin2 x, ïîëó÷èì:
sin x���2 (1 � sin2 x)���1���0, �2sin2 x���sin x���1���0, 
2sin2 x � sin x � 1���0.
Âûïîëíèâ çàìåíó sin x � t, t ��[–1; 1], ïîëó÷èì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå 2t2 � t � 1 � 0.
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Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, íàéä¸ì t1���1, t2
1

2
= − .  

Ñëåäîâàòåëüíî, sin x���1 èëè sin .x = −1
2

 Åñëè 

sin x���1, òî x n n= + ∈π π
2

2 , .Z  Åñëè sin ,x = −1
2

 òî 

x k kk= − + ∈+( ) , .1
6

1 π π Z

Îòâåò: 
π

π
π

π
2

2 1
6

1+ − + ∈+n k n kk; ( ) , , .Z

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: tg x � 3 ctg x � 4.

Ðåøåíèå. Ïóñòü tg x � t, òîãäà t
t

+ =3
4;  

t2 � 4t � 3 � 0; t1 � 1; t2 � 3.

Èìååì: 

1) tg x � 1; x n= +π π
4

,  n � Z;

2) tg x � 3; x � arctg 3 � �k, k � Z.

Îòâåò: 
π π
4
+ n, arctg 3 � �k, n, k � Z.

Åñëè óðàâíåíèå ñîäåðæèò îäíî èç âûðàæåíèé 
(sin x + cos x)� èëè (sin x � cos x)� è ôóíêöèþ sin 2x 
(èëè ïðîèçâåäåíèå sin x cos x), òî, ââîäÿ íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ t � sin x � cos x èëè t � sin x � cos x, ïðèõîäèì 
ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî t.

Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî, åñëè îáîçíà÷èòü 

t � sin x � cos x ��t2 � (sin x � cos x)2 ��
� sin2x + 2sin x cos x � cos2õ ��2sin x cos x + 1��
� 1 � sin 2x ��sin 2x � t2 � 1.

Åñëè îáîçíà÷èòü 

t � sin x � cos x � t2 � (sin x � cos x)2 � 1 � sin 2x � 
sin2x � 1 � t2.

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 
5(sin x���cos x)2 � 13 (sin x���cos x)���8���0.
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ t���sin x���cos x, òîãäà 

sin cos sin ,x x x+ = +( ) ≤2
4

2π  ïîëó÷àåì:

5 13 8 0
1

1 6
2 1

2

t t
t

t
− + = ⇔

=
=

⎡

⎣
⎢
⎢ ,

.  

Ðàññìîòðèì êàæäîå èç óðàâíåíèé â îòäåëüíîñòè.

à) sin cos sin cos

sin

cos sin

x x x x

x

+ = ⇔ ⋅ +⎛

⎝

⎜
⎜

⎞

⎠

⎟
⎟
= ⇔

⇔ +

1 2
1

2

1

2
1

2

4 4
π π

π

� �

44
1

4
1

2
( ) = ⇔ +( ) = ⇔sin x π

⇔ + = − + ⇔ = − +
4

1
4 4

( ) (x n xnπ π
π

π
−− + ∈1

4
) ,n n n

π
π Z

 (à)
 (á)

1. Найдите корни уравнения 

cos
( )

.
π x +

=
2

6
3
2

 

В ответ запишите наименьший поло-
жительный корень.

2. Найдите количество корней уравне-
ния sin sin7 5 0x x− =  на интервале 

0
4
; .
π⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥ 

3. Найдите наибольший отрицатель-
ный корень уравнения 

cos
( )

.
π x −

=
3

4
2
2
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Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå sin x���cos x���1 ìîæíî áû-

ëî áû ðåøàòü, ïðèìåíÿÿ ôîðìóëû sin sin cosx x x� 2
2 2

 

è 1 � cos x��2
2

2sin ,
x

 ò. å. 

2
2 2

2
2

0 2
2 2 2

02sin cos sin sin cos sin
x x x x x x− = ⇔ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= ⇔

⇔
=

− =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⇔
= ∈

− =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔

⇔
=

sin

cos sin

,

,

x

x x

x m m

x

x m

2
0

2 2
0

2

1
2

0

2

π

π

Z

tg

mm

x k k

∈

= + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

Z

Z.
π π
2

2 ,

 
 

Ýòîò îòâåò ñîâïàäàåò ñ ïîëó÷åííûì ðàíåå, ò. ê., ïî-
ëàãàÿ n � 2m è n � 2k � 1, ïîëó÷àåì ñîâïàäåíèå îòâåòîâ.

á)� sin x � cos x � 1,6 � ðåøåíèé íåò, ïîñêîëüêó ÷èñ-

ëî 1,6��� 2.

Îòâåò: − + − + ∈
π π

π
4

1
4

( ) , .n n n Z

Использование свойств функций
Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) � g(x) è âûÿñíè-

ëîñü, ÷òî f(x0 � a, g(x) � a, òî ðàâåíñòâî f(x) � g(x)  

âîçìîæíî â ñëó÷àå 
f x a

g x a

( ) ;

( ) .

=
=

⎧
⎨
⎩

 

Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) � g(x) è âûÿñ-
íèëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå õ, 
à ôóíêöèÿ g(x) óáûâàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå (èëè íàî-
áîðîò), òî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ 
íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Тригонометрические уравнения
Ðåøåíèå òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èñïîëüçî-

âàíèåì îãðàíè÷åííîñòè ôóíêöèé ó � sin x, y � cos x

Ðåøàÿ ïîäîáíûå óðàâíåíèÿ, íåðåäêî ïðèõîäÿò ê ñè-
ñòåìàì òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos cos .x x
2

2 2+ =

Ðåøåíèå. Òàê êàê cos ,x
2

 cos 2x èìåþò íàèáîëüøåå 

çíà÷åíèå, ðàâíîå 1, òî ñóììà èõ ðàâíà 2 òîãäà è òîëüêî 

òîãäà, êîãäà cos ,x
2

1�  cos 2x���1 îäíî âðåìåííî. Îòñþäà 

èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñèñòåìå 

4. Определите количество корней 
уравнения 3 0sin cosx x− = на ин-
тервале 0;π[ ] .

 

5. Решите уравнение 

cos
π
4

3
2
2

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=x  

и укажите в ответе количество кор-

ней на интервале 0;π[ ] .
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cos

cos

,
,

,
x

x

x n n
x k k

x n n2
1

2 1

4
4=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ = ∈

= ∈{ ⇔ = ∈π
π πZ

Z
Z  

(ïîñêîëüêó ñåðèÿ ðåøåíèé x � 4n�, n � Z ïîëíîñòüþ ñîäåðæèò ñåðèþ x k k= ∈π, Z ).

Îòâåò: 4n�, n � Z.

Использование графиков
Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) � g(x) î÷åíü ïðîñòà: íóæíî ïîñòðîèòü 

ãðàôèêè ôóíêöèé ó�� f(x), ó � g(x) è íàéòè òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ñëó-
æàò àáñöèññû ýòèõ òî÷åê. 

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé ìîæíî çàìåíèòü ññûëêîé íà 
êàêèå-ëèáî ñâîéñòâà ôóíêöèé. Åñëè, íàïðèìåð, îäíà èç ôóíêöèé ó � f(x), ó � g(x) âîçðàñòà-
åò, à äðóãàÿ óáûâàåò, òî óðàâíåíèå f(x) � g(x) ëèáî íå èìååò êîðíåé, ëèáî èìååò îäèí êîðåíü.

Тригонометрические уравнения
Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos .2 2 22πx x x= − +
Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ y x x= − +2 2 2.  Å¸ ãðàôèêîì ñëóæèò ïàðàáîëà, âåòâè êî-

òîðîé íàïðàâëåíû ââåðõ. Çíà÷èò, â âåðøèíå ïàðàáîëû ôóíêöèÿ äîñòèãàåò ñâîåãî íàèìåíü-
øåãî çíà÷åíèÿ. Àáñöèññó âåðøèíû ïàðàáîëû íàéä¸ì èç óðàâíåíèÿ ′ =y 0. Èìååì: 

′ = − + ′ = − − = = = − ⋅ + =y x x x x x y( ) ; ; , ( ) .2 22 2 2 2 2 2 0 1 1 1 2 1 2 1  

Èòàê, äëÿ ôóíêöèè y x x= − +2 2 2  ïîëó÷èì óíàèì � 1. Â òî æå âðåìÿ ôóíêöèÿ y x= cos2π
îáëàäàåò ñâîéñòâîì óíàèá � 1. Çíà÷èò, çàäà÷à ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû óðàâíåíèé 

cos ,

.

2 1

2 2 12

πx

x x

=

− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
 

Îòâåò:  1.

Óðàâíåíèå sin x = a.
Ôóíêöèÿ y = sin x.

x

y y = sin x
y = a

arcsin a
0

1

–1

y

x
1

x
2

� – arcsin a

a 	 �1 �1 � a � 1 a � 1
% x1 � arcsin a � �n, n���Z,

x2 � � � arcsin a � �n, n���Z.
Ýòè äâå ôîðìóëû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó:

x � (�1)n arcsin a � �n, n���Z

%

Îñîáûå ñëó÷àè:
sin x � �1

x n= − +
π

π
2

2 ,  n���Z

sin x � 0

x � �n, n���Z

sin x � 1

x n= +
π

π
2

2 ,  n���Z
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Óðàâíåíèå cos x = a.
Ôóíêöèÿ y = cos x.

x

y y = cos x
y = a

arccos a–arccos a0

1

–1

y

x
1

x
2

a 	 �1 �1 � a � 1 a � 1
% x1 � arccos a � 2�n, n���Z,

x2 � � arccos a � 2�n, n���Z.
Ýòè äâå ôîðìóëû ìîæíî îáúåäèíèòü â îäíó:

x � �arccos a � 2�n, n���Z

%

Îñîáûå ñëó÷àè:

cos x � �1

x � � � 2�n, n���Z

cos x � 0

x n= +
π

π
2

,  n���Z

cos x � 1

 

x � 2�n, n���Z

Óðàâíåíèå tg x = a.
Ôóíêöèÿ y = tg x.

x

y

y = a

x
1

arctg a

0

y

y = tg x

� – arctg a

x
1

x � arctg a � �n, n���Z

Îñîáûé ñëó÷àé:
tg x � 0

x � �n, n���Z

Óðàâíåíèå ñtg x = a.
Ôóíêöèÿ y = ñtg x.

x

y

y = a

x
1

arcctg a

0

y

y = ctg x

� + arcctg a

x
1

x � arcctg a � �n, n���Z

Îñîáûé ñëó÷àé:
ctg x � 0,

x n n= + ∈
π

π
2

, Z
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Óðàâíåíèå arcsin x = a.
Ôóíêöèÿ y = arcsin x.

�

����

a < −
π
2

− ≤ ≤
π π
2 2

a  a >
π
2

% x � sin a %

Óðàâíåíèå arccos x = a.
Ôóíêöèÿ y = arccos x.

�

�

a 	 0 0 � a � � a � �

% x � cos a %

Óðàâíåíèå arctg x = a.
Ôóíêöèÿ y = arctg x.

�

����

a ≤ −
π
2

− < <
π π
2 2

a  a ≥
π
2

% x � tg a %

Óðàâíåíèå ñtg x = a.
Ôóíêöèÿ y = arcñtg x.

�

�

a � 0 0 	 x 	 � a � �

% x � ctg a %

Использование нескольких приёмов при решении уравнений

Решение тригонометрических уравнений, однородных относительно синуса 
и  косинуса, а также приводимых к однородным

Îäíîðîäíûìè òðèãîíîìåòðè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿ âèäà:
• a0sin��x � a1cos��x � 0 (îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ 1-é ñòåïåíè), a0 � 0, a1 � 0;
• a0sin

2��x � a1sin��x cos��x � a2cos
2��x � 0 (îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ 2-é ñòåïåíè), a0 � 0, 

a1 � 0, a2 � 0;
• a0sin

3��x � a1sin
2��x cos��x � a2sin��x cos2��x � a3cos

3��x � 0 (îäíîðîäíûå óðàâíåíèÿ 3-é 
ñòåïåíè), a0 � 0, a1 � 0, a2 � 0, a3 � 0.

Óðàâíåíèå a0sin
2��x���a1sin��x cos��x���a2cos

2��x���c ïðè c � 0 íå ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì, 
íî åãî ìîæíî ïðèâåñòè ê îäíîðîäíîìó óðàâíåíèþ 2-é ñòåïåíè, çàìåíèâ ÷èñëî c òîæäåñòâåí-
íî ðàâíûì åìó âûðàæåíèåì (sin2��x���cos2��x) � c.
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Äëÿ ðåøåíèÿ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé â ñëó÷àå a0 � 0 ðàññìîòðèì òàêèå çíà÷åíèÿ x, 
äëÿ êîòîðûõ cos��x � 0. Òîãäà èç èñõîäíîãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðè òåõ æå 
çíà÷åíèÿõ x äîëæíî áûòü è sin��x � 0, à ýòî íåâîçìîæíî, ò. ê. ïðîòèâîðå÷èò îñíîâíîìó òðè-
ãîíîìåòðè÷åñêîìó òîæäåñòâó sin2��x � cos2��x � 1. Îòñþäà ðåøåíèÿìè îäíîðîäíûõ óðàâíå-
íèé (ïðè a0 � 0)�ìîãóò áûòü òîëüêî òàêèå çíà÷åíèÿ x, äëÿ êîòîðûõ cos��x � 0. Òàêèì îáðàçîì, 
îäíîðîäíîå òðèãîíîìåòðè÷åñêîå óðàâíåíèå ìîæíî ñâåñòè ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî tg��x, 
åñëè âñå åãî ÷ëåíû ðàçäåëèòü íà cosk��x è ïðè ýòîì (åñëè a0 � 0)�òàêîå äåëåíèå íå ïðèâåä¸ò 
ê ïîòåðå ðåøåíèé, ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ cos��x � 0, íå óäîâëåòâîðÿþò èñõîä-
íîìó óðàâíåíèþ. Åñëè æå a0 � 0, òî òàêîå äåëåíèå ïðèâåä¸ò ê ïîòåðå êîðíåé, è, çíà÷èò, 

â îòâåò ñëåäóåò âêëþ÷èòü ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ cos �x � 0, ò. å. x n n= + ∈π
α

π
α2

, .Z

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2sin�x���3cos�x���0.

Ðåøåíèå. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà cos x � 0, ïîëó÷èì: 

2tg x���3���0 � tg x��� − ⇔ = −( ) + = − + ∈3
2

3
2

3
2

x n n narctg arctg Zπ π, .  

Îòâåò: − + ∈arctg Z3
2

n nπ, .

Решение тригонометрических уравнений с  помощью  универсальной  подстановки 

tg
x

t
2
�

Ïðè èñïîëüçîâàíèè óíèâåðñàëüíîé ïîäñòàíîâêè ôóíêöèè sin x, cos x âûðàæàþòñÿ ÷åðåç 

tg x
2( )  ïî ñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

sin , cos .x

x

x
x

x

x
=

+
=

−

+

2
2

1
2

1
2

1
2

tg

tg

tg

tg2

2

2
  

Èñïîëüçóÿ ïîäñòàíîâêó tg
x

t
2
� , ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ÎÄÇ ëåâîé ÷àñòè 

ýòèõ ôîðìóë: õ ��R, à ÎÄÇ ïðàâûõ ÷àñòåé: cos ; ; , ,x x n x n n
2

0
2 2

2≠ ≠ + ≠ + ∈π π π π Z  ïîýòîìó 

ïðèìåíÿÿ ýòè ôîðìóëû, íåîáõîäèìî îòäåëüíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé õ � , ,n n2+ ∈π π Z (ïðîâå-

ðèòü, íå ÿâëÿþòñÿ ëè ÷èñëà õ � , ,n n2+ ∈π π Z ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ).

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2sin x���cos x���2.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ â èñõîäíîì óðàâíåíèè ïîäñòàíîâêó tg x t
2
� ,  ïîëó÷àåì óðàâíåíèå: 

2
2

1

1

1
2 3 4 1 0

2

2

2
2⋅

+
+ −

+
= ⇔ − + = ⇔t

t

t

t
t t  t1 � 1, t2

1

3
� .

Èç óðàâíåíèÿ tg x
2

1�  ïîëó÷àåì: x n x n n
2 4 2

2= + ⇔ = + ∈π π π π, .Z  

Èç óðàâíåíèÿ tg arctg 1
3

arctg 1
3

Zx x k x k k
2

1
3 2

2 2= ⇔ = + ⇔ = + ∈π π, .  

Îñòàåòñÿ ïðîâåðèòü, íå óäîâëåòâîðÿþò ëè èñõîäíîìó óðàâíåíèþ ÷èñëà x�������2m�, m � Z. 
Ïîäñòàâëÿÿ x�������2m� â èñõîäíîå óðàâíåíèå, èìååì: 

2sin (����2m�)���cos (����2m�)�� 2 � 0���(�1)�� �1 � 2; 

çíà÷èò, ÷èñëà x�������2m�, m � Z íå ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

Îòâåò: 
π π π
2

2 2 2+ + ∈n k n k; , , .arctg 1
3

Z

92

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 1

0.
 У

ра
вн

ен
ия

 и
 н

ер
ав

ен
ст

ва



Метод введения вспомогательного аргумента

Èíîãäà ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîëåçíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé 

a x b x a b xsin cos sin( ),+ = + +2 2 ϕ  

ãäå cos ,ϕ =
+

a

a b2 2
 sin .ϕ =

+

b

a b2 2
 

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 1sin cos .x x− =

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 3 1 2
2

2( ) + − =( ) ,  òî 

3 1sin cosx x− = ⇔ ⋅ − ⋅
⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ = ⇔ −⎛

⎝
⎜ ⎞

⎠
⎟ = ⇔sin cos sin cos sin cosx x x x3

2
1
2

1
2 6 6

1
2

π π

⇔ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=

6

1

2
sin x

π ⇔ − = − + ⇔ = + − + ∈x n x n nn nπ π π π π π
6

1
6 6

1
6

( ) ( ) , .Z  

Â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ìû ó÷ëè òîò ôàêò, ÷òî åñëè cos ,ϕ = 3
2

 sin ,ϕ = 1
2

 òî � ìîæíî ïîëî-

æèòü ðàâíûì π
6

.

Îòâåò: 
π π

π
6

1
6

+ − + ∈( ) , .n n n Z  

Решение уравнений преобразованием суммы (разности) 
тригонометрических  функций в произведение

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin��x���sin��x.

Ðåøåíèå. sin��x���sin��x � sin��x � sin��x���0 � 2
2 2

0sin
( )

cos
( )α β α β− + = ⇔x x

 ⇔

− =

+ =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔

− =

+ = +

⎡

⎣

⎢
⎢

sin
( )

cos
( )

( )

( )

α β

α β

α β π

α β π π

x

x

x
n

x
k

2
0

2
0

2

2 2
⎢⎢

⇔
=

−
∈

= +
+

∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

x n n

x k k

2

2

π
α β
π π
α β

,

,
.

Z

Z

Îòâåò: 
2 2n k n kπ
α β

π π
α β−
+
+

∈; , , .Z

Решение уравнений преобразованием произведения тригонометрических функций 
в сумму

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos 3x cos 9x���cos x cos 7x.
Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíê-

öèé â ñóììó, ïîëó÷àåì: 
1
2

12 6 1
2

8 6 12 8 0(cos cos ) (cos cos ) cos cosx x x x x x+ = + ⇔ − = ⇔

⇔ − = ⇔ =
=

⎡
⎣⎢

⇔ =
=

⎡
⎣⎢

⇔
=

2 10 2 0
10 0
2 0

10
2

10sin sin
sin
sin

,
x x

x
x

x n
x k

x n
π

π

π nn

x k k

∈

= ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

Z

Zπ
2

,
.

Ñåðèÿ ðåøåíèé x
kp�
2

,  k � Z ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñåðèè ðåøåíèé x n n= ∈π
10

, ,Z  ïî-

ýòîìó â îòâåòå íóæíî çàïèñàòü x n n= ∈π
10

, Z  (ïðè n � 5k ñåðèè x n= π
10

 è x k= π
2

 ñîâïàäàþò). 

Îòâåò: 
n nπ
10

, .∈ Z
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Çàìå÷àíèå. Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû ìíîæåñòâ 
kπ
10

 è 
k

n k Z
π
2

, , ∈  ñðàâíèâàþòñÿ äðóã ñ äðó-

ãîì, òî äëÿ îáîçíà÷åíèÿ öåëî÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ â ïðèìåðå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü 
ðàçëè÷íûå áóêâû.

Тригонометрические уравнения, решаемые 
с  применением  формул  понижения  степени

Ïðè ðåøåíèè ïîäîáíîãî ðîäà óðàâíåíèé ïîëüçóþòñÿ ôîðìóëàìè ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè: 

sin
cos2 2

2
α α= −1   è cos2

2
α α= +1 cos2 .

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: cos cos cos .2 2 23 4 5
3

2
x x x+ + =

Ðåøåíèå. Ïðèìåíèâ ôîðìóëó ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè 

cos2

2
α α= +1 cos2

, ïîëó÷àåì:
1 6

2
1 8

2
1 10

2
3
2

+ + + + + = ⇔cos cos cosx x x

� cos 6x���cos 8x���cos 10x � 0 � cos 10x � cos 6x � cos 8x � 0.
Ïðèìåíèâ ê ïåðâûì äâóì ñëàãàåìûì ôîðìóëó ïðåîáðàçîâàíèÿ ñóììû îäíîèìåííûõ òðè-

ãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â ïðîèçâåäåíèå, ïîëó÷àåì:

2cos 8x cos 2x � cos 8x � 0 � cos 8x (2cos 2x � 1)�� 0 ⇔ =
+ =

⎡
⎣⎢

⇔
= + ∈

= ± + ∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

cos
cos

,

,
.

8 0
2 2 1 0

8

3

x
x

x n n

x k k

π π

π π
16

Z

Z

Îòâåò: 
π π π π
16 8 3

+ ± + ∈n k n k; , , .Z

Решение уравнений с применением формул двойного  
и  тройного  аргументов

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: sin 2x���cos x.
Ðåøåíèå. Â ëåâîé ÷àñòè ïðèìåíèì ôîðìóëó sin 2x � 2sin x cos x. Äåëèòü îáå ÷àñòè ïîëó-

÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà cos x íåëüçÿ, ïîñêîëüêó ýòî ïðèâåäåò ê ïîòåðå ðåøåíèé, ÿâëÿþùèõñÿ 
êîðíÿìè óðàâíåíèÿ cos x � 0. Ïîëó÷àåì: 

sin 2x � cos x � 2sin x cos x � cos x � 2sin x cos x � cos x � 0 �

⇔ − = ⇔ =
− =

⎡
⎣⎢

⇔
= + ∈

= − +
cos ( sin )

cos
sin

,

( )
x x x

x

x n n

x kk
2 1 0

0
2 1 0

2

1
6

π π

π

Z

ππ,
.

k∈

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢ Z

Îòâåò: 
π

π
π

π
2

1
6

+ − + ∈n k kk; ( ) , .Z
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините соответствующие части равенств для тригонометрических 
соотношений:

sin2 x = =
+

2
2

1
2

2

tg

tg

x

x

cos2 x = =
−
2

1 2

tg

tg

x

x

sin x��� sin21 x= −

cos x��� � 2sin cosx x

tg 2x��� = −cos sin2 2x x

sin 2x��� =
−

+

1
2

1
2

2

2

tg

tg

x

x

cos 2x�� cos21 x= −  

Ответы на тестовые задания к неделе 10
1 — 9. 2 — 3. 3 — –4. 4 — 1. 5 — 3.
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НЕДЕЛЯ 11 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.1. Уравнения

2.1.5. Показательные уравнения
2.1.6. Логарифмические уравнения
2.1.10. Использование свойств и графиков функций при реше-

нии уравнений

Разложение на множители
Ïðèìåíåíèå ýòîãî ìåòîäà îñíîâàíî íà òîì, ÷òî óðàâíåíèå f(x)�� �(x)�� 0 ðàâíîñèëüíî ñîâî-

êóïíîñòè óðàâíåíèé 
f x

x
( )
( )

=
=

⎡
⎣⎢

0
0ϕ  â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x)�� �(x)���0.

Показательные уравнения
Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 25x � 24x � 23x � 22x � 2x � 1 � 0.

Ðåøåíèå. 25x � 24x � 23x � 22x � 2x � 1 � 0; (25x � 24x) � (23x � 22x) � (2x � 1) ��0; 

24x(2x � 1) � 23x(2x � 1) � (2x � 1) � 0; (2x � 1)(24x � 23x � 1) � 0; 
2 1 0

2 2 1 04 2

x

x x

− =

− + =

⎡

⎣
⎢
⎢

;

;
 

x =⎡

⎣
⎢

0;

.ðåøåíèéíåò

Îòâåò: 0. 

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 36x � 6x � 0.

Ðåøåíèå. 36x � 6x � 0; 6x(6x � 1) � 0; 
6 0

6 1 0

x

x

=

− =

⎡

⎣
⎢
⎢

;

;
 

6 0

6 1

x

x

=

=

⎡

⎣
⎢
⎢

ðåøåíèé íåò;

;
 6x � 1; x � 0. 

Îòâåò: 0.

Логарифмические уравнения

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: log log .5
2

5 0x x− =

Ðåøåíèå. log log ;5
2

5 0x x− =  log (log ) ;5 5 1 0x x − =  
log ;

log ;
5

5

0

1 0

x

x

=
− =

⎡

⎣
⎢  

x

x

=

=

⎡

⎣
⎢
⎢

5

5

0

1

;

;
 

x

x

=
=

⎡

⎣
⎢

1

5

;

.

Îòâåò: 1; 5. 

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: (x2 � 1) log3 (x � 1) � 0.
Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x � 1 > 0; x > �1.

(x2 � 1) log3 (x � 1) � 0; 
x

x

2

3

1 0

1 0

− =
+ =

⎡

⎣
⎢
⎢

;

log ( ) ;
 

x

x

= ±
+ =

⎡

⎣
⎢

1

1 1

;

;
 

x

x

= ±
=

⎡

⎣
⎢

1

0

;

;
 x � �1 — íå âõîäèò â ÎÄÇ. 

Ñëåäîâàòåëüíî, õ � 0, õ � 1. 

Îòâåò: 0; 1.
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Замена переменной
Ïîâòîðÿþùååñÿ âûðàæåíèå çàìåíÿþò îäíîé ïåðå-

ìåííîé, ðåøàþò ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî 
ýòîé íîâîé ïåðåìåííîé è âîçâðàùàþòñÿ ê íà÷àëüíîé ïå-
ðåìåííîé, äåëàÿ îáðàòíóþ çàìåíó.

Показательные уравнения
Ñâåäåíèå ê îäíîé è òîé æå ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3
x
���3

x + 1
���108.

Ðåøåíèå. 3
x
 � 3

x�+ 1
 � 108 � 3

x
 � 3

x
 � 3 � 108 ��

� 3
x
 � (1 � 3)�� 108 ⇔ = = = ⇔ =3

108

4
27 3 33x x .

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîäÿùèõñÿ 
ê êâàäðàòíûì èëè àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âûñøèõ 
ñòåïåíåé

Óðàâíåíèÿ âèäà A � a
2x

 � B � ax � C ñ ïîìîùüþ ïîä-

ñòàíîâêè a
x
 � y ñâîäÿòñÿ ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ 

Ay
2
 � By � C � 0, ãäå y���0.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 5
2x

 � 6 � 5
x
���5���0.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ 5
x
���y���0, ïîëó÷àåì y

2
 � 6y���5���0, 

êîðíè êîòîðîãî y1���5, y2���1. Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå 

ýêâèâàëåíòíî ñîâîêóïíîñòè óðàâíåíèé 
5 5

5 1

1

0

x

x

x

x

=

=

⎡

⎣
⎢
⎢

⇔
=
=

⎡

⎣
⎢ .

Îòâåò: 1; 0.

Óðàâíåíèÿ âèäà A � a
2f(x)

���B � a
f(x)
���C (a � 0, a � 1)�

ñ ïîìîùüþ ïîäñòàíîâêè a
f(x)
�� y ñâîäÿòñÿ ê àëãåáðàè÷å-

ñêîìó (êâàäðàòíîìó)�óðàâíåíèþ Ay
2
 � By � C � 0.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 12 3 27 02 2 2x x− ⋅ + = .

Ðåøåíèå. Ïóñòü 3
2x y� ,  òîãäà 3 3 12 2 2 2 2x x y y= = ≥( ) , .

Ïîäñòàâèâ â èñõîäíîå óðàâíåíèå, ïîëó÷àåì:

y
2
 � 12y���27���0 � y1���3, y2���9 �

��
3 3

3 9

1

2

1

2

2

2

2

2

x

x

x

x

x

x

=

=

⎡

⎣

⎢
⎢

⇔
=

=

⎡

⎣
⎢
⎢

⇔
= ±

= ±

⎡

⎣
⎢
⎢

.

Îòâåò: " "1 2; .

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ñâîäÿùèõñÿ 
ê àëãåáðàè÷åñêèì óðàâíåíèÿì âûñøèõ ñòåïåíåé

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 8x���2x�1 � 4���0.

Ðåøåíèå. 8
x
 � (2

3
)
x
 � (2

x
)
3
, 2

x+1
 � 2

x
 � 2. Îáîçíà÷èâ 2

x
���y, 

y���0, ïîëó÷àåì: y
3
 � 2y � 4 � 0; (y � 2)(y

2
���2y���2)�� 0 ��

��
y

y y

y− =

+ + =

⎡

⎣
⎢
⎢

⇔
=⎡

⎣
⎢

2 0

2 2 0

2
2 ðåøåíèé íåò

,

y���2 ��2x���2 � x���1.
Îòâåò: 1.

1. Найдите решение уравнения 

1
7

7
9

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ =

−x
x.

 

2. Решите уравнение 

2 3 2 402 2 1x x+ ⋅ =− .

 

3. Решите уравнение 

5 6 11x x x+ = .

4. Решите уравнение 311–2x ��243.

 

5. Решите уравнение 2 32 2x x− −= .

 

6. Найдите корень уравнения 

log .3 4 4−( ) =x
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Логарифмические уравнения
Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìåòîäîì çà-

ìåíû ïåðåìåííîé
Ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé ýòèì ìåòîäîì íåîáõîäèìî 

îáðàòèòü âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå:

log ( ) (log ) ( log ) (log ) log ;a a a a ax x x x x2 2 2 2 2 2 2 22 2 4� � � �

log (log ) ( log ) log log .a a a a ax x x x x2 3 3 2 2 2 2 23 3 9� � � �

Â îáùåì ñëó÷àå log (log ) ( log )a
n m

a
m n

a
nx x m x� � �

log ,n
a
nm x�  ãäå x���0, åñëè m — íå÷¸òíîå ÷èñëî. Åñëè 

m���2k (m — ÷¸òíîå ÷èñëî), òî ïðè x � 0

log log ( ) log log .a
n m

a
n k n

a
n n

a
nx x k x m x= = ⋅ =2 2

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 lg2(x3)�� 3 lgx � 1���0.

Ðåøåíèå. lg2(x3)���(3 lgx)�2���32 (lgx)�2���9 lg2x.

Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

2 � 9 lg2x � 3 lgx � 1 � 0 � 18 lg2x � 3 lgx � 1 � 0.
Ïóñòü lgx���t. Òîãäà 

18t2 � 3t � 1���0 �� t1 2
3 9 4 18

2 18

3 9

36, = ± + ⋅
⋅

= ± ⇔

⇔
= =

= − = −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⇔
=

= −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⇔ =

=

t

t

x

x

x

x

1

2

1

3
12

36

1

3
6

36

1

6

1

3
1

6

10

1

lg

lg 00
1

6
−

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

.  

Îòâåò: 10 10
1

6

1

3
#

, .

Использование свойств функций
Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) � g(x) è âûÿñíè-

ëîñü, ÷òî f(x) � a, g(x) � a, òî ðàâåíñòâî f(x) � g(x) âîç-

ìîæíî â ñëó÷àå 
f x a

g x a

( ) ;

( ) .

=
=

⎧
⎨
⎩

 

Åñëè íóæíî ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) � g(x) è âûÿñ-
íèëîñü, ÷òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå õ, 
à ôóíêöèÿ g(x) óáûâàåò íà ýòîì ïðîìåæóòêå (èëè íàî-
áîðîò), òî óðàâíåíèå ìîæåò èìåòü íå áîëåå îäíîãî êîðíÿ 
íà ýòîì ïðîìåæóòêå.

Показательные уравнения

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì ïîäáîðà.

Ïðè ðåøåíèè ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé ýòèì ìåòî-
äîì ñíà÷àëà íàõîäÿò ïóòåì ïîäáîðà êîðåíü èñõîäíîãî 
óðàâíåíèÿ, à çàòåì äîêàçûâàþò, ÷òî ýòîò êîðåíü — åäèí-
ñòâåííûé, èñïîëüçóÿ ñâîéñòâà ìîíîòîííîñòè ïîêàçàòåëü-
íîé ôóíêöèè.

7. Водолазный колокол, cодержа-
щий в начальный момент времени 
ν = 4  моля воздуха объ ёмом V1 15� л, 

медленно опуcкают на дно водоёма. 
При этом проиcходит изотермичеcкое 
cжатие воздуха до конечного объё-
ма V2 . Работа, cовершаемая водой 
при cжатии воздуха, определяетcя 

выражением A T
V
V

= αν log2
1

2
(Дж),  

где α = 9 15,  — поcтоянная, а 
T = °300 К — температура воздуха. 
Какой объём V2  (в литрах) cтанет за-
нимать воздух, еcли при cжатии газа 
была cовершена работа в 10 980 Дж?

8. Определите количество корней 
уравнения 

log sin log cos ,7 492 2x x( ) = +( )  

находящихся в интервале 0 2; π[ ] .

 

9. Найдите корень уравнения 

log log5
2

51 7 7x x−( ) = −( ) .
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Ïðèìåð 1. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 6x���8x���10x.
Ðåøåíèå. Ïîäáîðîì íàõîäèì, ÷òî x���2 — êîðåíü èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîêàæåì, ÷òî äðó-

ãèõ êîðíåé íåò. Ðàçäåëèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå íà 10x, ïîëó÷àåì ðàâíîñèëüíîå óðàâíåíèå:

6

10

8

10

10

10

6

10

8

10
1

3

5

4

5

x

x

x

x

x

x

x x x

+ = ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞⎞
⎠⎟

=
x

1.

à) Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë x�	�2 êîðíåé íåò. Åñëè x�	�2, òî

  3

5

3

5

4

5

4

5

3

5

4

5

2 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x x x

è
xx

> ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇒3

5

4

5
1

2 2

 ïðè x 	 2 êîðíåé íåò.

á)� Ïîêàæåì, ÷òî ñðåäè ÷èñåë x���2 êîðíåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ òàêæå íåò. Åñëè x���2, òî 

 3

5

3

5

4

5

4

5

3

5

4

5

2 2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

< ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇒ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

x x x

è
xx

< ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇒3

5

4

5
1

2 2

 ïðè x���2 èñõîäíîå óðàâ-

íåíèå êîðíåé íå èìååò.

Îòâåò: {2}.

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèå Ðåøåíèå Ïðèìåð

af(x) = b,  
(a > 0, a � 1, b > 0)

af(x) � b � f(x) � loga b 3 2 2 3 2
2 2 3

1

2
2 1 5

2 3
3

3

3

x x
x

x

+ = ⇔ + = ⇔
⇔ = − ⇔

⇔ = −

log
log

log ,

af(x) = ag(x),  
(a > 0, a � 1)

af(x) � ag(x), a � 0, a � 1 � 
� f(x) � g(x)

2 4 2 2 2
3 2 5 0 5

3 3 2 5x x

x x

+ += ⇔ = ⇔
⇔ + = ⇔ = −

,

, ,

b1a
mx + k1 + b2a

mx + k2 + … 
… + bna

mx+kn = c
b a b a

b a c

a b a b a

mx k mx k

n
mx kn

mx k k

1
1

2
2

1
1

2
2

+ +

+

+ +

+ = ⇔

⇔ + +(

...

...

...

.... + ) =b a cn
kn

7x� 7x+2 � 350 ��7x� 7x (72) � 350 ��
� 7x (1 � 72) � 350 � 7x � 50 � 350 � 

��7x � 7 � x � 1

Aa2x + Bax + C = 0 Aa Ba C

a t

At Bt C

x x

x

2

2

0

0

+ + = ⇔

⇔
=

+ + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

49x � 8 � 7x � 7 � 0 �
� (7x)2 � 8 � 7x � 7 � 0��

� 
7

8 7 02

x t
t t

=
− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
,

 �

� 

7
1
7

x t
t
t

=
=
=

⎡
⎣⎢

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,
,  � 

7 1

7 7

x

x
=
=

⎡

⎣
⎢

,
 �

��
x
x
=
=

⎡
⎣⎢

0
1
,
 � x���{0; 1}
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Óðàâíåíèå Ðåøåíèå Ïðèìåð

Aa
2x

 + Ba
x
b
x
 + Cb

2x
 = 0 Aa Ba b Cb

A
a
b

B
a
b

C

x x x x

x x

2 2

2

0

0

+ + = ⇔

⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ =

3 � 16
x
 � 2 � 81

x
 � 5 � 36

x
 �  

��3 � 4
2x

 � 2 � 9
2x

 � 5 � 4
x
 � 9

x
 �

� 
3 4

9

2 9

9

5 4 9

9

2

2

2

2 2

⋅ + ⋅ = ⋅ ⋅x

x

x

x

x x

x
 �

��3
4

9
5

4

9
2 0

2⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ =
x x

 � 

� 
4

9
3 5 2 02

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

− + =

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

x

t

t t

,  � 

4

9
2

3
1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

=

=

⎡

⎣

⎢
⎢

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

x

t

t

t

,

,
 �

� 

4

9

2

3

4

9
1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

x

x

,
 � 

x

x

=

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

1

2
0

,
 � x ∈⎧

⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

1

2
0;

Логарифмические уравнения

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: log .5
21x x= −

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: 
x

x

>

− ≥

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

1 02

;

;
 

x

x

>

≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

12

;

;
 

x

x

>
≤

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

1

;

;
 0 < x � 1.

Íà ÎÄÇ ôóíêöèÿ y � log5 x — âîçðàñòàþùàÿ, à ôóíêöèÿ y x= −1 2  — óáûâàþùàÿ, ïî-

ýòîìó óðàâíåíèå log5
21x x= −  èìååò îäèí êîðåíü, õ � 1.

Îòâåò: õ � 1.

Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé

Óðàâíåíèå  
a > 0, a � 1 Ðåøåíèå Ïðèìåð

loga f(x) � b f(x)  � a
b

log3 (x � 12) � 2 ��x � 12 � 3
2 ��x � 12 � 9 ��x � 21

loga f(x) � loga g(x) f x g x

f x

( ) ( ),

( )

=
>

⎧
⎨
⎩ 0

èëè

f x g x

g x

( ) ( ),

( )

=
>

⎧
⎨
⎩ 0

lg( ) lg( )2 3 6 22x x x+ = + ⇔

�� 2 3 6 2
6 2 0

2x x x
x

+ = +
+ >

⎧
⎨
⎩

,  ��

x
x

x

=
= −

⎡
⎣⎢

> −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2
0 5
1

3

,
, ,

 � x � 2

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Óðàâíåíèå  
a > 0, a � 1 Ðåøåíèå Ïðèìåð

loga f(x) = g(x) f x a
f x

g x( ) ,
( )

( )=
>

⎧
⎨
⎩ 0

log ( )2
12 1x x+ − =  � 2 1 2

2 1 0

1

1

x x

x

+

+
− =
− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
,
 �

� 
2 1

2 11

x

x
=
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
+

,
 � 

x
x
=

>
⎧
⎨
⎩

+
0

2 11

,
 � x � 0

b1 loga f1(x) + 

+ b2 loga f2(x) ��

� c loga f3(x)

f x
f x
f x

f x f x f xb b c

1

2

3

1
1

2
2

3

0
0
0

( ) ,
( ) ,
( ) ,

( ) ( ) ( )

>
>
>
⋅ =

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

log ( ) log ( ) log ( )5 5 51 2 2x x x− + − = + ⇔

� 

( )( ) ,
,
,

x x x
x
x
x

− − = +
− >
− >
+ >

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1 2 2
1 0
2 0
2 0

� 

x x
x
x
x

2 4 0
1
2
2

− =
>
>
> −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,
,
,

 �

��
x
x

x

=
=

⎡
⎣⎢
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0
4

2

,
,  � x � 4

Использование графиков
Èäåÿ ãðàôè÷åñêîãî ìåòîäà ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ f(x) � g(x) î÷åíü ïðîñòà: íóæíî ïîñòðîèòü 

ãðàôèêè ôóíêöèé ó�� f(x), ó � g(x) è íàéòè òî÷êè èõ ïåðåñå÷åíèÿ. Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ ñëó-
æàò àáñöèññû ýòèõ òî÷åê. 

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ ôóíêöèé ìîæíî çàìåíèòü ññûëêîé íà 
êàêèå-ëèáî ñâîéñòâà ôóíêöèé. Åñëè, íàïðèìåð, îäíà èç ôóíêöèé ó � f(x), ó � g(x) âîçðàñòà-
åò, à äðóãàÿ óáûâàåò, òî óðàâíåíèå f(x) � g(x) ëèáî íå èìååò êîðíåé, ëèáî èìååò îäèí êîðåíü.

Показательные уравнения

x

y

0

1

logab

y = ax

a > 1

y = b

b � 0: %�

x

y

0

1

logab

y = ax

0 < a < 1

y = b

b � 0: x � loga b.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 
1

3
1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= +
x

x .

Ðåøåíèå. Ïîñòðîèâ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðàôèêè ó � 1

3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
x

 

è ó � õ + 1, çàìå÷àåì, ÷òî îíè èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó (0; 1). 

Çíà÷èò, óðàâíåíèå 
1

3
1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= +
x

x  èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü: õ � 0.

Îòâåò: 0.

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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Логарифмические уравнения

x

y

0 1

y = logax

y = b

ab

a 	 1

x

y

0 1

y = logax
y = b

ab

0 	 a 	 1

x � a
b

Ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ãðàôè÷åñêèì ñïîñîáîì íåîáõîäèìî ïîìíèòü, 
÷òî ãðàôèê ëþáîé ëîãàðèôìè÷åñêîé ôóíêöèè y xa� log ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (1; 0). 

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: lgõ � 1� õ.
Ðåøåíèå. Ïîñòðîèâ â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ãðàôèêè ôóíêöèé 

y x� lg  è ó � 1� õ, çàìå÷àåì, ÷òî îíè èìåþò îäíó îáùóþ òî÷êó 
(1; 0). Çíà÷èò, óðàâíåíèå lgõ � 1� õ èìååò åäèíñòâåííûé êîðåíü: 
õ � 1.

Îòâåò: 1.

Использование нескольких приёмов  
при решении показательных уравнений

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé, ïðèâîäèìûõ ê ïðîñòåéøèì, ñ èñïîëüçîâàíèåì ìå-
òîäà óðàâíèâàíèÿ ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé

Ñíà÷àëà ïðèâîäÿò ïîêàçàòåëü íûå óðàâíåíèÿ ê îäíîìó îñíîâàíèþ â îáåèõ ÷àñòÿõ ðàâåí-
ñòâà, çàòåì óðàâíèâàþò ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ðàâåíñòâà, ïîñëå ýòîãî 
ðåøàþò ïîëó÷åííîå óðàâíåíèå.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: ( , ) .0 25
256

2
2

3
−

+=x
x

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¸ì ñòåïåíè ê îäèíàêîâîìó îñíîâàíèþ, à çàòåì ïðèðàâíÿåì ïîêàçàòåëè 

ñòåïåíåé: 0 25
1

4
2

256

2

2

2
22

3

8

3
5, .= = = =−

+ +
−, 

x x
x

 Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî òàêîìó:

(2 –2)�2 – x���25 – x � 2 –4 � 2x���25 – x ���4���2x���5 � x � x���3. 

Îòâåò: 3.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà af(x)�� bf(x)�(a � 0, b � 0, b � 1)
Ýòè óðàâíåíèÿ ðåøàþòñÿ ïóòåì äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà bf(x)�èëè íà af(x).

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 6x � 1���37x � 1.

Ðåøåíèå. 6 37
6

37
1

6

37
11 1

1

1

1
x x

x

x

x
+ +

+

+

+

= ⇔ = ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇔  x � 1 � 0 � x � � 1.

Îòâåò: –1.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé âèäà A � af(x)�� B � bg(x)

Ýòè óðàâíåíèÿ ñâîäÿòñÿ ê àëãåáðàè÷åñêèì ïóòåì ëîãàðèôìèðîâàíèÿ îáåèõ ÷àñòåé óðàâ-
íåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå îñíîâàíèþ.
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Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 � 5x � 3x – 1 � 7.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî ðåøèòü äâóìÿ ñïîñîáàìè.
1-é ñïîñîá. Ëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè ïî îäíîìó è òîìó æå îñíîâàíèþ, íàïðèìåð ïî îñíî-

âàíèþ 3. Òîãäà èìååì:

log ( ) log ( ) log log ( ) log ( ) log3 3
1

3 3 3
1

32 5 3 7 2 5 3 7⋅ = ⋅ ⇔ + = + ⇔− −x x x x  

⇔ + = − + ⇔ + = − + ⇔log log ( ) log log log log log3 3 3 3 3 3 32 5 1 3 7 2 5 1 7x x x x  

⇔ − = − − + ⇔ − = − − ⇔x x xlog log log (log ) log log3 3 3 3 3 35 2 1 7 5 1 7 2 1  

⇔ =
−

−
=

−

−
=

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟x

log

log

log log

log log

log

log

3

3

3 3

3 3

3
7

2
1

5 1

7

2
3

5 3

7

6

33

5

3
5

3

7

6⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

log .  

2-é ñïîñîá. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíîå óðàâíåíèå ñëåäóþùèì îáðàçîì:

2 5 3 7 2 5
3

3
7

5

3

7

3 2

5

3

7

6

7

6
1

5

3

⋅ = ⋅ ⇔ ⋅ = ⋅ ⇔ =
⋅

⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇔ = ⎛
⎝⎜

−x x x
x x

x

x

x log
⎞⎞
⎠⎟
.

Êàê âèäèì, îòâåòû ñîâïàëè, îäíàêî âòîðîé ñïîñîá äëÿ äàííîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ áîëåå 
ðàöèî íàëüíûì.

Îòâåò: log .5

3

7

6

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé ìåòîäîì âûíåñåíèÿ îáùåãî ìíîæèòåëÿ çà ñêîáêè

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3x���3x � 1���108.
Ðåøåíèå. 3x � 3x���1 � 108 � 3x � 3x � 3 � 108 � 3x � (1 + 3)�� 108 ��

⇔ = = = ⇔ =3
108

4
27 3 33x x .

Îòâåò: 3.

Óðàâíåíèÿ âèäà Aa Ba b Cbx
x x

x+ + =2 2 0  (îäíîðîäíîå óðàâíåíèå) ñâîäÿòñÿ ê êâàä ðàòíîìó 

ïóòåì äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ íà ax, èëè íà bx, èëè íà ( ) .ab
x
2  Íàïðèìåð, 

ïðè äåëåíèè íà ax � 0 èìååì óðàâíåíèå, ýêâèâàëåíòíîå äàííîìó:

A
a

a
B

a b

a
C

b

a
A B

b
a

C
b
a

x

x

x x

x

x

x

x
x

+ + = ⇔ + ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
2 2 2

0 0.

Çàìåíà 
b
a

y

x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
2

 ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó: 

A���By���Cy2���0.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 9 � 16x � 7 � 12x � 16 � 9x � 0.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 12 � 3 � 4, 16 � 42, 9 � 32, òî èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü 

â âèäå 9 � 42x � 7 � 3x � 4x � 16 � 32x � 0. Äåëèì îáå ÷àñòè èñõîä íîãî óðàâíåíèÿ íà 42x � 16õ. 
Ïîëó÷àåì:

9 16 7 12 16 9 0 16 0 9 7
12

16
16

9

16
⋅ − ⋅ − ⋅ = ≠ ⇔ − ⋅ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− ⋅ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=x x x x
x x

(: ) 00 9 7
3

4
16

3

4
0

2

⇔ − ⋅ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− ⋅ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

x x

. 

 Çàìåíà 
3

4
0

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= >
x

y  ïðèâîäèò èñõîäíîå óðàâíåíèå ê êâàäðàòíîìó:
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9 � 7y � 16y2 � 0 � 16y2 � 7y � 9 � 0 � y1
9

16
� ,  y2 � �1. y2����1 îòïàäàåò, ò. ê. y���0.

Îòñþäà y x
x

= ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇔ =9

16

3

4

9

16

3

4
2

2

.

Îòâåò: 2.

Óðàâíåíèÿ âèäà M a b N a b pn
x

n
x

−( ) + +( ) = ,  ãäå a2 � b���1 ñâîäÿòñÿ ê êâàäðàòíîìó 
ïîñðåäñòâîì çàìåíû 

a b yn
x

−( ) =  èëè çàìåíû a b yn
x

+( ) = .

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 3 2 3 4+( ) + −( ) =
x x

.

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 2 3 2 3 4 3 1+( ) −( ) = − = ,  òî, çàìåíèâ 2 3 0+( ) = >
x

y y; ,  ïîëó÷àåì:

2 3
1

2 3

2

2 3

1

2 3

1−( ) =
+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =

+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

=
+( )

=
x x x

x y
.

Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó:

y
y

y y y+ = ⇔ − + = ⇔ = ± − = ± ⇔1
4 4 1 0 2 4 1 2 32

1 2,

⇔
+( ) = +

+( ) = −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔ +( ) = +

+( ) = − = +( )

⎡

−

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3

2 3 2 3 2 3

2

2
1

x

x

x

x

⎣⎣

⎢
⎢
⎢

⇔
=

= −

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢

⇔ =
= −

⎡
⎣⎢

x

x
x
x

2
1

2
1

2
2
.

Îòâåò: �2.

Ðåøåíèå ïîêàçàòåëüíûõ óðàâíåíèé âèäà

Aanx � Bamxb(n � m)x���Cbnx � 0, (a � 0, b � 0, a � 1, b � 1)

ïðåäïîëàãàåò ñëåäóþùåå ðàññóæäåíèå: â ýòîì óðàâíåíèè ñóììà ïîêàçàòåëåé ñòåïåíåé ÷èñåë 
a è b â êàæäîì ñëàãàåìîì îäèíàêîâà è ðàâíà nx.

Ðàçäåëèâ ïî÷ëåííî èñõîäíîå óðàâíåíèå íà bnx, ïîëó÷àåì:

A
a

b
B

a b b

b
C

b

b
A

a
b

B
a
b

nx

nx

mx nx mx

nx

nx

nx

nx

⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ = ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠

−
0 ⎟⎟ + =

mx

C 0.

Îáîçíà÷èâ 
a
b

y
x⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

= ,  ïîëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîå óðàâíåíèå Ayn � Bym � C � 0.

Ðåøèâ ýòî óðàâíåíèå, íàõîäèì åãî êîðíè, à çàòåì âîçâðàùàåìñÿ ê ïåðå ìåííîé x.

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 64x���36x � 10 � 27x���0.

Ðåøåíèå. 64���43, 36���32 � 4, 27���33. Îòñþäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ìîæíî çàïèñàòü â âèäå 
43x���32x � 4x � 10 � 33x���0. Ðàçäåëèâ èñõîäíîå óðàâíåíèå ïî÷ëåííî íà 33x���27x, ïîëó÷àåì:

64

27

36

27
10 0

4

3

4

3

3

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− = ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
x x x x

110 0= ⇔  y3 ��y � 10���0 (ãäå y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

>4

3
0 )�� 

��(y � 2)�(y2 � 2y � 5)�� 0 � 
y
y y
− =
+ + =

⎡
⎣
⎢ ⇔

2 0

2 5 02
y
y
=
∈∅

⎡
⎣⎢

⇔2 = ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇔ =y x
x

2
4

3
2 24

3

log .

Îòâåò: log .4

3

2  
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Использование нескольких приёмов  
при решении логарифмических уравнений

Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïîòåíöèðîâà íèåì
Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: log3 (x���1)���log3 (x���3)�� 1.
Ðåøåíèå. 
log log ( ) log ( )( )3 3 3

1 3 1

1 0
3 0

1 3 1
1

x x
x
x

x x
x
x

+( ) + + =
+ >
+ >

⎧
⎨
⎪

⎩
⎪

⇔
+ + =

> −
>> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

3

⇔ + + =
> −

⎧
⎨
⎩

⇔ + + =
> −

⎧
⎨
⎩

⇔ + =
> −

⎧
⎨
⎩

log ( ) .3
2 2 24 3 1

1
4 3 3
1

4 0
1

x x
x

x x
x

x x
x

Îòâåò: 0. 

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ñ ïðèìåíåíèåì îñíîâíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî òîæäåñòâà:

 a bablog �

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: log ( ) .log
4

4 2 42 2x �
Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî îñíîâíîìó ëîãàðèôìè÷åñêîìó òîæäåñòâó 2 42 4log .�

Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî òàêîìó:
log4 (2

4x)�� 4 � 24x���44���24x � (22)4�� 24x���28 � 4x���8 � x���2.
Îòâåò: 2.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì ëîãàðèôìèðîâàíèÿ
Ìåòîä ëîãàðèôìèðîâàíèÿ îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ 

ïåðåìåííóþ è â îñíîâàíèè, è â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè. Îí çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îò óðàâíåíèÿ 
f(x)�� g(x)�ïåðåõîäÿò ê óðàâíåíèþ logaf(x)�� logag(x).

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: xlgx���10.
Ðåøåíèå. Ëîãàðèôìèðóÿ îáå ÷àñòè èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 10, ïðèõîäèì 

ê óðàâíåíèþ, ðàâíîñèëüíîìó èñõîäíîìó:

xlgx � 10 � lg(xlgx)�� lg10 � lgx � lgx � 1 � (lgx)2 � 1 � 
lg
lg ,

.
x
x

x
x

=
= −

⎡
⎣⎢

⇔
=
= =

⎡
⎣
⎢ −

1
1

10

10 0 11

Îòâåò: 0,1; 10.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ìåòîäîì äåëåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé íà ïîêàçàòåëüíî-ëîãàðèôìè÷åñêóþ 
ôóíêöèþ

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 3 2 lgx���53 lgx.
Ðåøåíèå.

3 5
3

5
1

3

5

3

5
1

9

1
2 3

2

3

2

3

2

3
lg lg

lg

lg

lg

lg

lg
( )

( )
x x

x

x

x

x

x

= ⇔ = ⇔ ⇔
⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ = ⇔

225
1 0 1

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

= ⇔ = ⇔ =
lg

lg .
x

x x

Îòâåò: 1.

Ðåøåíèå óðàâíåíèé ïóòåì ïåðåõîäà ê äðóãîìó îñíîâàíèþ
Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 1���log2 (x � 1)�� logx – 1 4.

Ðåøåíèå. ÎÄÇ 
x
x

x x x
− >
− ≠{ ⇔ > ≠ ⇔ ∈ ∪ +∞1 0

1 1
1 2 1 2 2, ( ; ) ( ; ).

Â âûðàæåíèè logx – 14 ïåðåõîäèì ê îñíîâàíèþ 2: log
log

log ( ) log ( )
.x x x− =

−
=

−1
2

2 2

4
4

1

2

1
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Îáîçíà÷èâ log2 (x � 1)�� t, ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ, ýêâèâàëåíòíîìó èñõîäíîìó:

1
2

2 0
1

2

1 1

1 2

1
2 2

2
+ = ⇔ + − = ⇔

=
= −

⎡

⎣
⎢ ⇔

− =
− = −

⎡

⎣
⎢ ⇔

− =
t

t
t t

t

t

x

x

xlog ( )

log ( )

22

1 2
1

4

3

5

4
2x

x

x− = =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

⇔
=

=

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

− .

Îòâåò: 3 11
4

; .

Ðåøåíèå ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé êîìáèíèðîâàííûìè ìåòîäàìè

Ïðèìåð. Ðåøèòå óðàâíåíèå: 2 322
2

2log log .x xx+ =
Ðåøåíèå. Ïðèâåä¸ì äâà ñïîñîáà ðåøåíèÿ èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ.

1-é ñïîñîá. 2 2 22
2

2 2 2 2 2log log log log log log( ) .x x x x x xx= = =⋅

Îáîçíà÷èâ x t txlog ; ,2 0= >  ïîëó÷àåì: t���t���32 � t���16 �

⇔ = ⇔ = ⇔ = ⇔
=
= −

⎡
x x x

x
x

x xlog loglog ( ) log (log )
log
log

2
2

2
2 2

2 2

2

16 16 4
2
2⎣⎣

⎢ ⇔
= =

= =

⎡

⎣

⎢
⎢ −

x

x

2 4

2
1

4

2

2 .

Îòâåò: 4 1
4

; .

2-é ñïîñîá. Îáîçíà÷èâ log2x���y, ïîëó÷àåì: x���2y, 2 22
2 2log .x y�  Òîãäà èñõîäíîå óðàâíåíèå 

ïðèíèìàåò âèä:

2 2 32 2 2 32 2
32

2
16 2 4

2 2 2 2 4 2y y y y y y y+ = ⇔ + = ⇔ = = = ⇔ = ⇔( )

⇔
=
= −

⎡

⎣
⎢ ⇔

=
= −

⎡

⎣
⎢ ⇔

= =

= =

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢

−
y

y

x

x

x

x

2

2

2

2

2 4

2
1

4

2

2

2

2

log

log
.

Îòâåò: 4; 
1
4

.

106

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 1

1.
 У

ра
вн

ен
ия

 и
 н

ер
ав

ен
ст

ва



КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Схематически изобразите графическое решение уравнений:

à) 5 2x x= +  á) lg x x= −1 2

O

y

x

 

O

y

x

Ответы на тестовые задания к неделе 11
1 — 3. 2 — 4. 3 — 1. 4 — 3. 5 — 2. 6 — –81. 7 — 7,5. 8 — 2. 9 — 6.
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НЕДЕЛЯ 12 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.1. Уравнения

2.1.7. Равносильность уравнений, систем уравнений
2.1.8. Простейшие системы уравнений с двумя неизвестными
2.1.9. Основные приёмы решения систем уравнений: подста-

новка, алгебраическое сложение, введение новых пере-
менных

СИСТЕМЫ УРАВНЕНИЙ С  ДВУМЯ ПЕРЕМЕННЫМИ
Ñèñòåìó äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè îáîçíà÷àþò ôèãóðíûìè ñêîáêàìè è îáû÷-

íî çàïèñûâàþò â âèäå:
f x y g x y

f x y g x y
1 1

2 2

( , ) ( , )

( , ) ( , )
.

=
=

⎧
⎨
⎩

 

Íåñêîëüêî óðàâíåíèé ñ äâóìÿ (èëè áîëåå)�ïåðåìåííûìè îáðàçóþò ñèñòåìó óðàâíåíèé, 
åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à íàéòè ìíîæåñòâî îáùèõ ðåøå íèé ýòèõ óðàâíåíèé: 

f x y g x y
f x y g x y
1 1

2 2

( , ) ( , )
( , ) ( , )

.
=
=

⎧
⎨
⎩

Ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åííûõ ïàð, òðîåê (â ñëó÷àå ñèñòåì ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè)�è ò. ä. 
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, îáðàùàþùèõ â èñòèííîå ðàâåíñòâî êàæäîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, íà-
çûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé.

Ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé — çíà÷èò íàéòè âñå å¸ ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèé 
íåò. Ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ ñîâìåñòíîé, åñëè îíà èìååò õîòÿ áû îäíî ðåøåíèå, è íåñîâìåñòíîé, 
åñëè îíà íå èìååò íè îäíîãî ðåøåíèÿ.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ îïðåäåë¸ííîé, åñëè îíà èìååò êîíå÷íîå ÷èñëî ðåøåíèé, 
è íåîïðåäåë¸ííîé, åñëè îíà èìååò áåñ÷èñëåííîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.

Äâå ñèñòåìû íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè èìåþò îäíî è òî æå ìíîæåñòâî ðå-
øåíèé.

Ñèñòåìà óðàâíåíèé íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé, åñëè âñå óðàâíåíèÿ, âõîäÿùèå â ñèñòåìó, 
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Åñëè ñèñòåìà èç n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñîäåðæèò n íåèçâåñòíûõ, 
òî âîçìîæíû ñëåäóþùèå òðè ñëó÷àÿ:

1) ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé;
2) ñèñòåìà èìååò îäíî ðåøåíèå;
3) ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé.
Íå ðåøàÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìîæíî îïðåäåëèòü êîëè÷åñòâî å¸ ðåøåíèé 

ïî êîýôôèöèåíòàì ïðè ñîîòâåò ñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ. Òàê, äëÿ ñèñòåìû äâóõ ëèíåéíûõ 
óðàâíåíèé ñ äâóìÿ íåèçâåñòíûìè

a x b y c
a x b y c

1 1 1

2 2 2

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

,  

èìååì:
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à) åñëè 
a

a

b

b
1

2

1

2

≠ ,  òî ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðå-

øåíèå; ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ðåøåíèå èëëþñòðèðó-
åòñÿ êàê òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ ïðÿìûõ, ÿâëÿ-
þùèõñÿ ãðàôèêàìè óðàâíåíèé ñèñòåìû;

á) åñëè 
a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2

= ≠ ,  òî ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé; 

â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå, ÿâëÿþùèåñÿ ãðàôèêàìè 
óðàâíåíèé ñèñòåìû,  ïàðàëëåëüíû è íå ñîâïàäàþò;

â) åñëè 
a

a

b

b

c

c
1

2

1

2

1

2

� � ,  òî ñèñòåìà èìååò áåñêîíå÷íîå 

ìíîæåñòâî ðåøåíèé; â ýòîì ñëó÷àå ïðÿìûå ñîâïà-
äàþò.

Îñíîâíûìè ìåòîäàìè ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé 
ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå:

1) ìåòîä ïîäñòàíîâêè; 2) ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëî-
æåíèÿ (èëè ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ ñèñòåìû); 3) ìåòîä 
çàìåíû ïåðåìåííûõ; 4) ãðàôè÷åñêèé ìåòîä.

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè ñíà÷àëà 
èç êàêîãî- íèáóäü óðàâíåíèÿ âûðàæàþò îäíó ïåðåìåí-
íóþ ÷åðåç äðóãóþ. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ïîäñòàâëÿþò 
â äðóãîå óðàâíåíèå ñèñòåìû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðèõî-
äÿò ê óðàâíåíèþ ñ îäíîé ïåðåìåííîé, çàòåì ðåøàþò ýòî 
óðàâíåíèå è íàõîäÿò ñîîòâåòñòâóþùåå çíà÷åíèå âòîðîé 
ïåðåìåííîé.

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåìû ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêîãî 
ñëîæåíèÿ ïåðåõîäÿò îò äàííîé ñèñòåìû ê ðàâíîñèëüíîé 
åé, â êîòîðîé îäíî èç óðàâíåíèé ñîäåðæèò òîëüêî îäíó 
ïåðåìåííóþ. Ïðè ýòîì îáû÷íî óìíîæàþò îäíî èëè îáà 
óðàâíåíèÿ íà ÷èñëîâûå ìíîæèòåëè òàêèì îáðàçîì, 
÷òîáû êîýôôèöèåíòû ïðè x èëè y áûëè îäèíàêîâûìè, 
íî ñ ïðîòèâîïîëîæíûìè çíàêàìè.

Ïðèìåð. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
2 5 12
3 4 5
x y
x y
+ =
− = −

⎧
⎨
⎩ .

Ðåøåíèå. Ðåøèì èñõîäíóþ ñèñòåìó äâóìÿ ñïîñîáàìè: 
ìåòîäîì ïîäñòàíîâêè è ìåòîäîì àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæå-
íèÿ.

1-é ñïîñîá (ìåòîä ïîäñòàíîâêè). 
2 5 12
3 4 5

x y
x y
+ =
− = −{ .  

Èç óðàâíåíèÿ (à)� y x= −12 2
5

.

Ïîäñòàâëÿÿ â óðàâíåíèå (á), ïîëó÷àåì:

3 4 12 2
5

5 15 48 8 25x x x x− −( ) = − ⇔ − + = − ⇔ 

23 23 1x x⇔ = ⇔ = , y x= − = − =12 2
5

12 2
5

2.  

Èòàê, îêîí÷àòåëüíî x � 1, y � 2. 
2-é ñïîñîá (ìåòîä àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ). 

Ðåøàÿ ýòèì ñïîñîáîì, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòå-
ìû íà 3, à âòîðîå íà (�2)�è ñëîæèì:

 (à)
 (á)

1. Решите систему уравнений 

x y
x y

− =
+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

30
62 2

;
log log .

В ответе запишите сумму х0 + у0, где 
(х0; у0) — решение системы.

 

2. Решите систему уравнений 

2 3 7

2 3 25

x y

x y

− =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.

В ответе запишите произведение 
x y0 0- ,  где x y0 0;( )  — решение 

данной системы.

 

3. Решите систему уравнений

x y x y

x y x y

+ + − =

+ − − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 4 4

8

;

.
В ответе запишите x y0 0# ,  где 

x y0 0;( )  — решение данной систе-
мы.
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2 5 12
3 4 5

6 15 36
6 8 10

x y
x y

x y
x y

+ =
− = −{ ⇔ + =

− + ={  �

��6x � 15y � 6x � 8y � 36 � 10 � 23y � 46 �

� y � 2, x
y= − = − =12 5

2
12 10

2
1,  

îêîí÷àòåëüíî x � 1, y � 2.

Çàìåòèì, ÷òî ðåøåíèå èñõîäíîé ñèñòåìû ìåòîäîì 
ïîäñòàíîâêè ìîæíî áûëî áû îôîðìèòü ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì, èñïîëüçóÿ òîëüêî ðàâíîñèëüíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ 
è ñèìâîë �.

2 5 12
3 4 5

12 2
5

3 4
12 2

5
5

12 2
5

15

x y
x y

y x

x x

y x

+ =
− = −{ ⇔

= −

− −( ) = −
⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇔

⇔ − −

xx x

y x

x

y
x− − = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ = −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔ =

={
4 12 2 25

12 2
5

1

2
1( ) .

Îòâåò: (1; 2).
 

Системы, содержащие одно или два 
иррациональных уравнения

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4

2

,

.

Ðåøåíèå. 
x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4

2

,

;
 

x y x y

x y x y

+ + − = +

+ − + = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 2

4 2

,

;
 

2 6

2 2

x

y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 

x

y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

1

,

;
 

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

9

1

,

.

Îòâåò: (9; 1).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

x y x y

x y x y

+ − − =

+ − − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4 4 2

8

,

.

Ðåøåíèå. Ââåä¸ì íîâûå ïåðåìåííûå: x y a+ =4 ,  

x y b− =4 .Òîãäà

a b

a b

− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

82 2

,

;
 

a b

a b a b

− =
− + =

⎧
⎨
⎩

2

8

,

( )( ) ;
 

a b

a b

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

2

2 8

;

( ) ;
 

a b

a b

− =
+ =

⎧
⎨
⎩

2

4

,

;
 

a b a b

a b a b

− + + = +
+ − + = −

⎧
⎨
⎩

4 2

4 2

,

;
 

2 6

2 2

a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

,

;
 

a

b

=
=

⎧
⎨
⎩

3

1

,

.

4. Решите систему уравнений

2 3 8
4 3 2

x y
x y
+ =
− = −

⎧
⎨
⎩

;
.

В ответе запишите x y0 0- ,  где 
x y0 0;( ) — решение системы.

 

5. Решите систему уравнений

log log ;

.

x yy x

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

202

В ответе запишите x y0 0. ,  где 
x y0 0;( )  — решение системы.
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Âîçâðàùàÿñü ê äàííûì ïåðåìåííûì, ïîëó÷àåì:

x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

4

4

3

1

,

;
 

x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

81

1

;

;
 

x y x y

x y x y

+ + − = +
+ − + = −

⎧
⎨
⎩

81 1

81 1

;

;
 

2 82

2 80

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

;

;
 

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

41

40

;

.

Îòâåò: (41; 40).

Системы, содержащие одно или два тригонометрических уравнения
Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå ïðè¸ìû, èñïîëüçóåìûå ïðè ðåøåíèè òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñèñòåì.
Îãðàíè÷èìñÿ ñèñòåìàìè ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè.
1. Ñèñòåìû, ñîäåðæàùèå óðàâíåíèÿ âèäà x���y���a èëè x���y���a, ïîäñòàíîâêîé ìîæíî 

ñâåñòè ê îäíîìó óðàâíåíèþ.

Ïðèìåð 1. 
sin( ) sin sin ;

.

x y x y

x y

− =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

2

π  

Ðåøåíèå. Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ïîëó÷èì y x= −
π
2

 è ïîäñòàâèì â ïåðâîå óðàâíåíèå:

sin sin sin ;2
2

2
2

x x x−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

π π
− −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=sin sin cos ;

π
2

2 2x x x  �cos 2x���sin 2x; tg 2x����1;

x
n

n= − + ∈π π
8 2

, .Z Òîãäà y
n

n= − ∈
5

8 2

π π
, .Z

Îòâåò: − + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈
π π π π
8 2

5

8 2

n n
n; , .Z

2. Â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïîëó÷àåìûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûì õ è ó è ìíîæå-
ñòâî ðåøåíèé ñèñòåìû çàïèñûâàëèñü ñ ïîìîùüþ òîëüêî îäíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà. 
Îáû÷íî ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ïîÿâëÿþòñÿ äâà ïàðàìåòðà, ò. ê. óïîòðåáëåíèå îäíîãî ïàðàìå-
òðà ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîòåðå êîðíåé.

Ïðèìåð 2. 
cos cos ;

sin sin .

x y

x y

=

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

3

4
1

4
Ðåøåíèå. Ïî÷ëåííî ñëîæèì è âû÷òåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû, ïîëó÷èì:

cos cos sin sin ;

cos cos sin sin ;

x y x y

x y x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

2
1

 
cos( ) ;

cos( ) ;

x y

x y

− =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

2
1

 
x y m m

x y n n

− = ± + ∈

+ = ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

π
π

π
3

2

2

, ;

, .

Z

Z

Î÷åâèäíî, ÷òî ïðèìåíåíèå îäíîãî öåëî÷èñëåííîãî ïàðàìåòðà (m���n) ïðèâåäåò ê ïîòåðå 
êîðíåé; ïîëó÷èì ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì, êîòîðóþ ðåøèì ìåòîäîì ïî÷ëåííîãî ñëîæåíèÿ è âû-
÷èòàíèÿ óðàâíåíèé:

x y m m

x y n n

x y k k

x y n n

− = + ∈

+ = ∈

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− = − + ∈

+ = ∈

π
π

π

π
π

π

3
2

2

3
2

2

, ;

, ;

, ;

,

Z

Z

Z

ZZ;

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

 
x m n

y n m

= + +

= − + −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

π
π

π
π

6

6

( );

( );

 
x k n

y n k

= − + +

= + −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

π
π

π
π

6

6

( );

( ).

Îòâåò: 
π

π
π

π
6 6
+ + − + −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

( ); ( ) ;m n n m  − + + + −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

π
π

6 6
( ); ( ) ;k n n k  m, n, k � Z.
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3. Â ñëó÷àÿõ, êîãäà ñèñòåìà ñîäåðæèò òîëüêî äâå òðèãîíîìåòðè÷åñêèå ôóíêöèè èëè ïðè-
âîäèòñÿ ê òàêîìó âèäó, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ââåäåíèå íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 3. 
sin cos ;

cos cos .

x y

x y

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

1

2 2 1

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì âòîðîå óðàâíåíèå: 1���2 sin2 x���1���2 cos2 y���1; sin cos .2 2 1

2
x y+ =

Îáîçíà÷èì sinx���u; cos y���v. Ïîëó÷èì: 
u v

u v
u v

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
∈ − ∈ −

1

1

2

1 1 1 12 2

;

,
[ ; ], [ ; ].

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî òàêàÿ ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå: u �
1

2
 è v �

1

2
.

Ïîýòîìó 
sin ;

cos ;

x

y

=

=

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

2
1

2

 
x n n

y k k

n= − + ∈

= ± + ∈

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

( ) , ;

, .

1
6

3
2

π
π

π
π

Z

Z

Îòâåò: ( ) ; ; ,− + ± +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∈1
6 3

2n n k n k
π

π
π

π Z  (ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî çíàê â ôîðìóëå äëÿ ó âû-

áèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíî).

4. Â ðÿäå ñëó÷àåâ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû å¸ ïðåîáðàçóþò ñ ïîìîùüþ ïî÷ëåííîãî ñëîæå-
íèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ óðàâíåíèé ñ öåëüþ, íàïðèìåð èñêëþ÷èòü îäíó èç 
ïåðåìåííûõ, ñäåëàòü çàìåíó ïåðåìåííûõ, ðàçëîæèòü íà ìíîæèòåëè è äð.

Ïðèìåð 4. 
sin sin ;

cos cos .

x y

x y

+ =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

3

Ðåøåíèå. Ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ïî ôîðìóëàì ñóììû ñèíóñîâ è ðàçíîñòè êî-
ñèíóñîâ: 

sin cos ;

sin sin .

x y x y

x y x y

+ −
=

+ −
= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 2

1

2

2 2

3

2

Çàìåíà: 
x y

u
+

=
2

;  
x y

v
−

=
2

.  Òîãäà èìååì: 

sin cos ;

sin sin .

u v

u v

=

= −

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

1

2

3

2

ßñíî, ÷òî åñëè (u; v) — ðåøåíèå ñèñòåìû, òî cos sin .v u = ≠
1

2
0  Ïîýòîìó ðàçäåëèì ïî-

÷ëåííî âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå. Ïîëó÷àåì: tgv = − 3;  v n n= − + ∈π π
3

, ;Z  òîãäà 

sin cos sin cos ;

sin

u n u n

u

− +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

⋅ =

π π π π
3

2
1

2

2

3
2

1

2

1

2

èëè

11

2

1

2

1

2
1 1èëè èëè sin sin ; sin ;u u u⋅ −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
= = = −

îòêóäà u m mn= − + ∈( ) , .1
2

2
π

π Z  Òîãäà 

x y
m

x y
n

n+
= − +

−
= − +

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2
1

2
2

2 3

( ) ;

.

π
π

π
π

 

Îòâåò: x m nn= − − + +( ) ( );1
2 3

2
π π

π  y m n m nn= − + + − ∈( ) ( ), , .1
2 3

2
π π

π Z
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Системы, содержащие одно или два показательных уравнения
Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ ïîêàçàòåëüíûå ôóíê öèè, ÷àùå âñåãî èñ-

ïîëüçóþò òðàäèöèîííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé: ìåòîä ïîäñòàíîâêè è ìåòîä 
çàìåíû ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð 1. 
x y

x y

+ =

+ =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

4 4 5

;

.
Ðåøåíèå. Èñïîëüçóåì ìåòîä ïîäñòàíîâêè. Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ y���1���x ïîäñòàâèì ýòî 

âûðàæåíèå âî âòîðîå óðàâíåíèå: 4x���41–x���5; 4
4

4
5

1
x

x
+ = .  Çàìåíà: 4x���t, t���0. Ïîëó÷èì 

óðàâíåíèå: t
t

+ =
4

5  èëè t2���5t���4���0; t1���1; t2���4. Îáðàòíàÿ çàìåíà: 4x���1, òîãäà x���0; 

y���1. 4x���4; x���1; y���0.

Îòâåò: (0; 1); (1; 0).

Ïðèìåð 2. 
5 3 16

5 3 22 2

x y

x y

− =

− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

;

.

Ðåøåíèå. Âûïîëíèì çàìåíó: 52

x

t� ;  3 0 02

y

z t z= > >; , ,  ïîëó÷èì ñèñòåìó:

t z

t z

t z t z

t z

t z

t z

2 2 16

2

16

2

2 16− =
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇒

− + =
− =

⎧
⎨
⎩

⇒
+ =

−
;

;

( )( ) ;

;

( ) ;

==
⎧
⎨
⎩ 2;

 
t z

t z

+ =
− =

⎧
⎨
⎩

8

2

;

;
 

2 10 5 3t t z� � �; ; .  Îáðàòíàÿ çàìåíà: 5 52

x

� ;  
x
2

1� ;  x���2; 3 32

y

� ,  
y
2

1� ;  y���2.

Îòâåò: (2; 2). 

Системы, содержащие одно или два логарифмических уравнения
Êàê è ëîãàðèôìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ, ñèñòåìû ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî ðåøàòü 

êàê ñ ïîìîùüþ ñèñòåì-ñëåäñòâèé (êàæäîå ðåøåíèå ïåðâîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì âòî-
ðîé ñèñòåìû), òàê è ñ ïîìîùüþ ðàâíîñèëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé (âñå ðåøåíèÿ êàæäîé èç íèõ 
ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äðóãîé).

Êðîìå òîãî, ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëîãàðèôìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü òðà-
äèöèîííûå äëÿ îáû÷íûõ ñèñòåì ìåòîäû: àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ, ïîäñòàíîâêè íåêîòîðî-
ãî âûðàæåíèÿ èç îäíîãî óðàâíåíèÿ â äðóãîå, çàìåíû ïåðåìåííûõ è äð.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñèñòåì-ñëåäñòâèé íåîáõîäèìî äåëàòü ïðîâåðêó ïîëó÷åííûõ ðåøåíèé 
ïî íà÷àëüíîé ñèñòåìå.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå ñèñòåìó: 
log ( ) ;

log ( ) .
2

3

2

1

xy

y x

=
− =

⎧
⎨
⎩

 

Ðåøåíèå. Ïî îïðåäåëåíèþ ëîãàðèôìà 
xy

y x

=
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
2

3

2;

.
 Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû âûðàçèì 

y���x���3 è ïîäñòàâèì â ïåðâîå: x(x���3)���4 � x2���3x���4���0; 
x

y
1

1

1

4

=
=

⎧
⎨
⎩

;

;
 è 

x
y

2

2

4
1

= −
= −

⎧
⎨
⎩

;
.

Ïðîâåðêà ïîêàçûâàåò, ÷òî (1; 4) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû, (�4; �1) — òîæå ðåøåíèå.
Îòâåò: (–4; –1), (1; 4).
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Ïðèìåð 2. Ðåøèòå ñèñòåìó: x y x
y y x

y x

y

log
;

log log ( ) .
⋅ =
⋅ − =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

5

2

4 3 1

Ðåøåíèå. Ïðèâåä¸ì ïåðâîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó, âîçüì¸ì îò îáåèõ ÷àñòåé 
ëîãàðèôì ïî îñíîâàíèþ y: 

log ( ) log log log log ;
log log

y
y x

y y
y x

y yx y x x y x⋅ = ⇒ + =
5

2 5

2
 log log .y yx x2 5

2
1 0− + =  

Çàìåíà: t���logy x. Ïîëó÷èì óðàâíåíèå 2t2���5t���2���0, êîðíè: t1���2; t2
1

2
� ,  òîãäà  

logy x���2 è x���y2, èëè log ,y x �
1

2
 òîãäà 

x y� ,  ò. å. y���x2. 

Ïðèâåä¸ì âòîðîå óðàâíåíèå ê áîëåå ïðîñòîìó âèäó: ïåðåéä¸ì îò ëîãàðèôìà ïî îñíîâà-
íèþ ó ê ëîãàðèôìó ïî îñíîâàíèþ 4: 

log
log ( )

log
log ( )4

4

4
4

3
1 3 1y

y x

y
y x⋅

−
= ⇒ − =  è y���3x���4.

Ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü äâóõ ñèñòåì: 
x y

y x

=
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

3 4

;

;
 

y x

y x

=
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2

3 4

;

.

Ïåðâàÿ ñèñòåìà íå èìååò ðåøåíèé, âòîðàÿ ñèñòåìà èìååò äâà ðåøåíèÿ: (4; 16); (�1; 1).

Ïðîâåðêà: ðåøåíèÿ ñèñòåìû äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì: 

x

y

y x

y

>
>
− >
≠

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0

0

3 0

1

;

;

;

.

 

Ðåøåíèå (4; 16) ýòîé ñèñòåìå óäîâëåòâîðÿåò, à (�1; 1) — íåò.
Îòâåò: (4; 16).

Использование графиков при решении систем

0�5 x

y

5

5

�5

A
B

C
D

õy���12
 

õ2 ��ó2���25

 ×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè 
ãðàôè÷åñêè, íóæíî ïîñòðîèòü ãðàôèêè óðàâíåíèé ñèñòåìû 
â îäíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò è íàéòè êîîðäèíàòû îáùèõ òî÷åê 
ãðàôèêîâ.

Ïðèìåð. Ðåøèòü ãðàôè÷åñêè ñèñòåìó óðàâíåíèé:

x y

xy

2 2 25

12

+ =
=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
;

.

Ðåøåíèå. x2���y2���25 — îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå (0; 0) 
è ðà äèó ñîì 5.

xy y
x

= ⇒ =12
12

 — ãèïåðáîëà.

Ãðàôèêè óðàâíåíèé ïåðåñåêëèñü â òî÷êàõ A(4; 3), B(3; 4), C(�4; �3), D(�3; �4).
Îòâåò: (4; 3); (3; 4); (�4; �3); (�3; �4).
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Системы, содержащие уравнения разного вида  
(иррациональные, тригонометрические, 

показательные,  логарифмические)

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
x y

x y

y xlog log ;
log log .

3 3

3 3

18
3

+ =
+ =

⎧
⎨
⎩

 ÎÄÇ: x���0; y���0.

Ðåøåíèå. Íà ÎÄÇ ïåðâîå óðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî: ( ) ( ) ;log log log log3 3 183 3 3 3x y y x+ =

3 3 183 3 3 3log log log log ;y x x y⋅ ⋅+ =  2 3 183 3⋅ =log log ;x y  3 93 3log log ;x y �  log3 x���log3 y���2.

Ïîëó÷èì ñèñòåìó: 
log log ;

log log .
3 3

3 3

2

3

x y

x y

=
+ =

⎧
⎨
⎩

Çàìåíà: log3 x���t; log3 y���z, òîãäà 
tz

t z

=
+ =

⎧
⎨
⎩

2

3

;

,
 î÷åâèäíî, ÷òî 

t

z

=
=

⎧
⎨
⎩

2

1

;

;
 èëè 

t

z

=
=

⎧
⎨
⎩

1

2

;

.
 

Îáðàòíàÿ çàìåíà: 
log ;

log ;
3

3

1

2

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

 èëè 
log ;

log .
3

3

2

1

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

 Òîãäà 
x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

3

9

;

;
 èëè 

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

9

3

;

.

Íàéäåííûå ðåøåíèÿ âõîäÿò â ÎÄÇ.
Îòâåò: (3; 9); (9; 3).

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé: 
3 2 972

2
3

x y

x y

⋅ =
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

log ( ) .
 

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x � y > 0.

3 2 2 3

3

2 5x y

x y

⋅ = ⋅
− =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
,

;
 

y x
x x

= −

⋅ = ⋅

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
−

3

3 2 2 33 2 5

,

;
 

y x
x

= −

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

6 65

,

;
 

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

5

2

,

.

Âûïîëíèâ ïðîâåðêó, óáåäèìñÿ, ÷òî (5; 2) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.
Îòâåò: (5; 2).

Ïðèìåð 3. Ðåøèòå ñèñòåìó óðàâíåíèé:
3 81

1 3

2 x y

xy

− =

= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

lg lg .

Ðåøåíèå. ÎÄÇ: x > 0, y > 0.

3 3

10 3

2 4x y

xy

− =

= +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

lg lg lg ;
 

2 4

30

x y

xy

− =

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.
 Âûïîëíèì çàìåíó: 

x u u

y v v

= >

= >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

, ,

, .

0

0
 

Òîãäà 

2 4

30

0

0

u v

uv

u

v

− =
=

>
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,

,

,

;

 

v u

u u

u

v

= −
− =

>
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

2 4

2 4 30

0

0

,

( ) ,

,

;

 

v u

u u

u

v

= −

− − =
>
>

⎧

⎨
⎪
⎪

⎩
⎪
⎪

2 4

2 15 0

0

0

2

,

,

,

;

 

u

v u

u

v

= −
⎡

⎣
⎢

= −
>
>

⎧

⎨

⎪
⎪⎪

⎩

⎪
⎪
⎪

3

2 4

0

0

,

,

,

;

 
u

v

=
=

⎧
⎨
⎩

5

6

,

.

Ñëåäîâàòåëüíî, 
x

y

=

=

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

5

6

,

;
 

x

y

=
=

⎧
⎨
⎩

25

36

,

.
 

Âûïîëíèâ ïðîâåðêó, óáåäèìñÿ, ÷òî (25; 36) — ðåøåíèå äàííîé ñèñòåìû.
Îòâåò: (25; 36).

u � 5,
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Системы, содержащие одно или два рациональных уравнения

Однородные системы уравнений
Ñèñòåìà äâóõ óðàâíåíèé ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè íàçûâàåòñÿ îäíîðîäíîé, åñëè ëåâûå ÷àñòè 

å¸ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûå, ÿâëÿþòñÿ îäíîðîäíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñòåïåíè n 
îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Îäíîðîäíàÿ ñèñòåìà ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè èìååò âèä:

a x a x y a x y a xy a y a

b x b x y b x

n n n
n

n
n

n

n n
0 1

1
2

2 2
1

1

0 1
1

2

+ + + + + =
+ +

− −
−

−

−
...

nn
n

n
n

ny b xy b y b−
−

−+ + + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
2 2

1
1...

.

Îäíîðîäíûå ñèñòåìû ðåøàþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ àëãåáðàè÷åñêîãî ñëîæåíèÿ è ââåäå-
íèÿ íîâûõ ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð. Ðåøèòå ñèñòåìó: 
x xy y
x xy y

2 2

2 2

3 1

3 3 13

− + = −
− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
.

Ðåøåíèå. Óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå íà 13: 13x2 � 39xy���13y2����13, è ñëîæèì 
ñî âòîðûì: 16x2 � 40xy���16y2���0. Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè ïîëó÷åííîãî óðàâíåíèÿ íà 8, èìååì: 
2x2 � 5xy � 2y2 � 0. 

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé, ðàâíîñèëüíóþ èñõîäíîé:

x xy y
x xy y

2 2

2 2

3 1

2 5 2 0

− + = −
− + =

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
.  

Âòîðîå óðàâíåíèå ïîñëåäíåé ñèñòåìû ìîæåì ðàçäåëèòü íà x2 � 0 (x � 0), òàê êàê åñëè 
ïîëîæèòü x���0, òî ïîëó÷èì y���0, à ïàðà (0; 0)�íå óäîâëåòâîðÿåò ïåðâîìó óðàâíåíèþ ïîñëåä-
íåé ñèñòåìû. 

2x2 � 5xy � 2y2 � 0 : x2 � 0 � 2 5 2 0
2

− ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

=y
x

y
x

.  Âûïîëíèâ çàìåíó 
y
x

t� ,  ïîëó÷èì: 

2 5 2 0 2
1

2
2

1 2t t t t− + = ⇔ = =, .  Òîãäà 
y
x

y x= ⇔ =2 2 èëè 
y
x

x y= ⇔ =1
2

2 .  

Ïîýòîìó èñõîäíàÿ ñèñòåìà ðàâíîñèëüíà ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì: 

x xy y
y x

2 23 1
2
− + = −
=

⎧
⎨
⎩

 èëè 
x xy y
x y

2 23 1
2
− + = −
=

⎧
⎨
⎩

.

Ïåðâàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèÿ: (1; 2), (�1; �2); âòîðàÿ — (2; 1), (�2; �1).
Îòâåò: (1; 2); (�1; �2); (2; 1); (�2; �1).
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините соответствующие части равенств:

x2 – y2 � ��xp���yp

(x – y)2 � � (x � y)(x2 – xy � y2)

x3 � y3 � cos21 x= −

(xy)p��
x
x

�
sin

cos

xnm � � x2 – 2xy � y2

sin2 x =
1
2

=
xcos

tg x � � (x – y)(x � y)

1 2+ =tg x
tg x

�
1

ctg x � xmn�

Ответы на тестовые задания к неделе 12
1 — 34. 2 — 8. 3 — 1. 4 — 2. 5 — 10.
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НЕДЕЛЯ 13 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.2. Неравенства

2.2.1. Квадратные неравенства
2.2.2. Рациональные неравенства
2.2.8. Использование свойств и графиков функций при реше-

нии неравенств
2.2.9. Метод интервалов

НЕРАВЕНСТВА С  ОДНОЙ ПЕРЕМЕННОЙ
Íåðàâåíñòâîì ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàåòñÿ íåðàâåíñòâî, ñîäåðæàùåå îäíó íåçàâèñè-

ìóþ ïåðåìåííóþ. Ïóñòü äàíî íåðàâåíñòâî ñ îäíîé ïåðåìåííîé f(x)�� g(x)�(âìåñòî çíàêà «�» 
ìîãóò áûòü çíàêè «	», «�» «�»). Îáëà ñòüþ îïðåäåëåíèÿ íåðàâåíñòâà f(x)�� g(x)�íàçûâàåòñÿ 
ïåðåñå÷åíèå îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèé f(x)�è g(x). 

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà íàçûâàåòñÿ âñÿêîå çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì èñõîäíîå 
íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé îáðàùàåòñÿ â âåðíîå ÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî. 

Ðåøèòü íåðàâåíñòâî ñ ïåðåìåííîé — çíà÷èò íàéòè âñå åãî ðåøåíèÿ èëè äîêàçàòü, 
÷òî èõ íåò. Äâà íåðàâåíñòâà ñ îäíîé ïåðåìåííîé íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè (ýêâèâàëåíò-
íûìè), åñëè ðåøåíèÿ ýòèõ íåðàâåíñòâ ñîâïàäàþò; â ÷àñòíîñòè, íåðàâåíñòâà ðàâíîñèëüíû, 
åñëè îíè íå èìåþò ðåøåíèé.

Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ïîëüçóþòñÿ îñíîâíûìè òåîðåìàìè î ðàâíîñèëüíîñòè íåðà-
âåíñòâ.

1. Åñëè èç îäíîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà ïåðåíåñòè â äðóãóþ ñëàãàåìîå ñ ïðîòèâîïîëîæíûì 
çíàêîì, òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó.

2. Åñëè ê îáåèì ÷àñòÿì íåðàâåíñòâà f(x)���g(x)�ïðèáàâèòü (èëè âû÷åñòü èç íèõ)�ëþáóþ 
ôóíêöèþ �(x), òî ïîëó÷èòñÿ íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó, ïðè óñëîâèè 
÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ïîëó÷åííîãî è èñõîäíîãî íåðàâåíñòâ ñîâïàäàþò.

3. Åñëè îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà f(x)���g(x)�óìíîæèòü (èëè ðàçäåëèòü)�íà ëþáóþ ôóíêöèþ 
�(x), ñîõðàíÿþùóþ ïîñòîÿííûé çíàê è îòëè÷íóþ îò íóëÿ, òî ïðè �(x)���0 ïîëó÷èòñÿ 
íåðàâåíñòâî, ðàâíîñèëüíîå èñõîäíîìó, à ïðè �(x)�	�0 ðàâíîñèëüíûì èñõîäíîìó áóäåò 
íåðàâåíñòâî ïðîòèâîïîëîæíîãî ñìûñëà (ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ 
ïîëó÷åííîãî è èñõîäíîãî íåðàâåíñòâ ñîâïàäàþò).

Çàìå÷àíèå. Íà ïðàêòèêå ïðè ïðèìåíåíèè 2-é è 3-é òåîðåì ÷àùå âñåãî âìåñòî ôóíêöèè 
�(x)�áåð¸òñÿ å¸ ÷àñòíûé ñëó÷àé — êîíñòàíòà, îòëè÷íàÿ îò íóëÿ.

Геометрическая интерпретация неравенств
Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ìîæíî ïîêàçàòü ãåîìåòðè÷åñêè íà ÷èñëîâîé îñè. Òàê, åñëè ìû èìå-

åì ñòðîãîå íåðàâåí ñòâî x���a, òî ãåîìåòðè÷åñêè ìíîæåñòâî åãî ðåøåíèé èçîáðàæàåòñÿ â âèäå 
òîé ÷àñòè ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êîòîðàÿ ëåæèò ñïðàâà îò òî÷êè ñ àáñöèññîé x���a. Ïðè ýòîì ïðà-
âåå òî÷êè x���a íàíîñÿò øòðèõîâêó, à ñàìó òî÷êó x���a îáû÷íî èçîáðàæàþò â âèäå ñâåòëîãî 
êðóæêà (ãîâîðÿò, ÷òî òî÷êó x���a «âûêàëûâàþò»):

x���a � x ��(a; @).  
xa

x > a
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Åñëè èìååì íåñòðîãîå íåðàâåíñòâî x���b, òî íà ÷èñ-
ëîâîé îñè íàíîñÿò øòðèõîâêó ñëåâà îò òî÷êè x���b, ïðè 
ýòîì òî÷êó x���b îáû÷íî çàêðàøèâàþò â ÷¸ðíûé öâåò, ò. å. 
èçîáðàæàþò ò¸ìíîé òî÷êîé:

x���b � x � (�@; b].  

Ïðè ðåøåíèè ñèñòåì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, ñîñòî-
ÿùèõ èç äâóõ íåðàâåíñòâ, ìîæíî èçîáðàæàòü ðåøåíèÿ 
ñ ïîìîùüþ äâóõ ÷èñëîâûõ îñåé èëè ñ ïîìîùüþ îäíîé 
îñè, ñ ïîìîùüþ äóã èëè ñ ïîìîùüþ øòðèõîâîê, íàíîñÿ 
øòðèõîâêè, èìåþùèå ðàçíûé óãîë íàêëîíà îòíîñèòåëü-
íî ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ñíèçó è ñâåðõó èëè òîëüêî ñâåðõó 
(ñíèçó).

Ïðèìåð. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 
2 1 3
3 2 7

x
x
− <
+ ≥ −{ ;

;
 

èñïîëüçóÿ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ.
Ðåøåíèå. 

2 1 3
3 2 7

2 1 3
3 2 7

2 4
3 9

2
3

x
x

x
x

x
x

x
x

− <
+ −{ ⇔ < +

− −{ ⇔ <
−{ ⇔ <

−{;
;

;
;

;
;

;
.� � � �

Ïðèâåä¸ì ÷åòûðå âàðèàíòà ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåð-
ïðåòàöèè ïðèìåðà.

1-é âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíè-
åì äâóõ ÷èñëîâûõ îñåé). Íà îä-
íîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé îòìå÷àåì 
âñå òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ 
âûïîëíÿåòñÿ ïåðâîå íåðàâåíñòâî 
ñèñòåìû, à íà âòîðîé ÷èñëîâîé ïðÿìîé, ðàñïîëîæåííîé 
ïîä ïåðâîé, — âñå òå çíà÷åíèÿ x, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ âòîðîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû. Ñðàâíåíèå ýòèõ äâóõ 
ðåçóëüòàòîâ ïîêàçûâàåò, ÷òî îáà íåðàâåíñòâà îäíîâðå-
ìåííî áóäóò âûïîëíÿòüñÿ ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ x, çàêëþ-
÷¸ííûõ îò (�3) äî (�2), ò. å. �3���x�	�2 � x � [�3; 2).

2-é âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé ÷èñëîâîé îñè 
è øòðèõîâîê ñíèçó è ñâåðõó îñè). Íà ÷èñëîâóþ îñü íàíî-
ñèì øòðèõîâêè, ðàñïîëîæåííûå âûøå è íèæå ÷èñëîâîé 
ïðÿìîé, è íàõîäèì ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, îá-
ðàçóþùèõ èñõîäíóþ ñèñòåìó.

2 1 3
3 2 7

2
3

x
x

x
x

− <
+ −{ ⇔ <

−{;
;

;
.� �  

Ñ ïîìîùüþ êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé íàõîäèì, ÷òî ìíîæå-
ñòâîì ðåøåíèé èñõîäíîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîëóèíòåð-
âàë [�3; 2).

3-é âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé îñè, äóã 
è øòðèõîâîê).

2 1 3
3 2 7

2
3

x
x

x
x

− <
+ −{ ⇔ <

−{;
;

;
.� �  

xb

x  b–<

x

x

2

2–3

–3

x
2

–3

1. Формула m � 280 – 20n задаёт зави-
симость объёма спроса m (тыс. руб.) 
на продукцию предприятия-мо-
нополиста от цены n. По формуле 
t(n) � m � n вычисляется выручка 
предприятия за месяц t (тыс. руб.). 
Определите наибольшую цену n, 
при которой месячная выручка t(n) 
составляет не менее 800 тыс. руб. 
Ответ приведите в тыс. руб.

2. Деталью некоторого прибора явля-
ется вращающаяся катушка. Катушка 
состоит из трёх однородных цилин-
дров: центрального массой m � 8 кг 
и радиусом R � 10 см, двух боковых 
с массами M � 4 кг и с радиусами 
R + h. 
При этом момент инерции катушки 
относительно оси вращения, выра-
жаемый в кг � см2, определяется по 
формуле 

I
m M R

M Rh h=
+

+ +
( )

( ).
2
2

2
2

2

При каком максимальном значе-
нии h момент инерции катушки не 
превышает предельного значения 
4000 кг  � см2? Ответ выразите в сан-
тиметрах.
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Íà ÷èñëîâóþ îñü íàíîñèì çàäàííûå ìíîæåñòâà x 	 2 
è x � � 3 ïðè ïîìîùè äóã è øòðèõîâîê ñ ðàçíûì óãëîì 
íàêëîíà ê êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé. Èñêîìîå ìíîæåñòâî 
èçîáðàæåíî äâîéíîé øòðèõîâêîé ïðè ïîìîùè íàëîæå-
íèÿ äâóõ øòðèõîâîê.

4-é âàðèàíò (ñ èñïîëüçîâàíèåì îäíîé îñè è äóã).

2 1 3
3 2 7

2
3

x
x

x
x

− <
+ ≥ −{ ⇔ <

≥ −{ .  

Íà ÷èñëîâóþ îñü íàíîñèì çàäàííûå ìíîæåñòâà x 	 2 
è x � �3 ïðè ïîìîùè òîëüêî îäíèõ äóã, à øòðèõîâêó íà-
íîñèì òîëüêî òàì, ãäå çàäàííûå ìíîæåñòâà ïåðåñåêàþòñÿ.

Рациональные неравенства

Решение рациональных неравенств методом 
интервалов

Íåðàâåíñòâà âèäà Pn(x)�� 0 (Pn(x)�	�0, Pn(x)���0, 
Pn(x)���0), 

P x

Q x

P x

Q x

P x

Q x

P x

Q x
n

m

n

m

n

m

n

m

( )

( )

( )

( )
,

( )

( )
,

( )

( )
,> <

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟0 0 0 0� �

ãäå Pn(x), Qm(x)�— ìíîãî÷ëåíû ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíåé 
n è m, ò. å.

Pn(x)�� a0x
n � a1x

n – 1 � a2x
n – 2 ��… � an – 1x � an, a0 � 0. 

Qm(x)�� b0x
m � b1x

m – 1 � b2x
m – 2 ��… � bm – 1x � bm,  

b0 � 0

îáû÷íî ðåøàþò ìåòîäîì èíòåðâàëîâ (ìåòîäîì ïðîìå-
æóòêîâ). Ýòîò ìåòîä óäîáåí, íàïðèìåð, äëÿ ðåøåíèÿ íå-
ðàâåíñòâ ñëåäóþùåãî âèäà:

x (x � 1)���0,
3

3
0x

x −
< ,  (x � 1)(x � 2)(x � 5)���0,

 
x x

x x

2

2

5 6

5 6
0

+ +
− −

� ,  
( )( )( )

( )( )
.

x x x
x x
− − −

+ +
<1 3 5

1 3
0

Â îñíîâå ìåòîäà èíòåðâàëîâ ëåæèò ñëåäóþùåå ñâîé-
ñòâî äâó÷ëåíà (x � a): òî÷êà x���a äåëèò ÷èñëîâóþ îñü 
íà äâå ÷àñòè.

(x–a) < 0 (x–a) > 0

a

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî (x � a1)
(x � a2)…(x � an)�� 0, ãäå a1, a2, … , an — ôèêñèðîâàí-
íûå ÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ íåò ðàâíûõ, ïðè÷¸ì òàêèå, 
÷òî a1 	 a2 	 … 	 an – 1 	 an. Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà 
(x � a1)(x � a2)…(x � an)���0 ìåòîäîì èíòåðâàëîâ ïîñòóïà-
þò ñëåäóþùèì îáðàçîì: íà ÷èñëîâóþ îñü íàíîñÿò ÷èñëà 
a1, a2, …, an – 1, an; â ïðîìåæóòêå ñïðàâà îò íàèáîëüøåãî 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

3. Зависимость объёма спроса t (тыс. 
руб.) на продукцию предприятия- 
монополиста от цены h (тыс. руб.) 
задаётся формулой t � 130 – 10h. 
Выручка предприятия за месяц 
x  (тыс.  руб.) вычисляется по фор-
муле x(h) � t � h. Определите наи-
большую цену x, при которой ме-
сячная выручка x(h) составит не 
менее 360 тыс. руб. Ответ приведите 
в тыс. руб.

 

4. Найдите наименьшее целое реше-
ние неравенства

2y(y + 6) + 10 + y A (2y + 3)2 – y(2y – 1).

 

5. Найдите наименьшее целое реше-
ние неравенства

(m + 7)2 + 15 � (m – 2)2.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



èç íèõ, ò. å. ÷èñëà an, ñòàâÿò çíàê «ïëþñ», â ñëåäóþùåì çà íèì ñïðàâà íàëåâî èíòåðâàëå ñòàâÿò 
çíàê «ìèíóñ», çàòåì — çíàê «ïëþñ», äàëåå çíàê «ìèíóñ» è ò. ä. 

Òîãäà ìíîæåñòâîì âñåõ ðåøåíèé íåðàâåíñòâà (x � a1) (x � a2)…(x � an) � 0 áóäåò îáúåäèíå-
íèå âñåõ ïðîìåæóòêîâ, â êîòîðûõ ïîñòàâëåí çíàê «ïëþñ», à ìíîæåñòâîì ðåøåíèé íåðàâåí-
ñòâà (x � a1)(x � a2)…(x � an) 	 0 áóäåò îáúåäèíåíèå âñåõ ïðîìåæóòêîâ, â êîòîðûõ ïîñòàâëåí 
çíàê «ìèíóñ».

Çàìå÷àíèå 1. Íà ïðàêòèêå ñðåäè äâó÷ëåíîâ âñòðå÷àþòñÿ âûðaæåíèÿ (ai � x), â ýòîì ñëó-
÷àå ñïðàâà îò íàèáîëüøåãî ÷èñëà x � an óæå íå îáÿçàòåëüíî áóäåò çíàê «ïëþñ». Ïîýòîìó 
íåðàâåíñòâà, ãäå â ëåâîé ÷àñòè âñòðå÷àþòñÿ äâó÷ëåíû âèäà (ai � x), ëó÷øå âñåãî ðåøàòü òàê: 
íàéòè çíàê ëåâîé ÷àñòè âûðàæåíèÿ â êàêîì-òî îäíîì èç èíòåðâàëîâ, íå îáÿçàòåëüíî êðàé-
íåì ñïðàâà, à äàëüøå â ñîñåäíèõ èíòåðâàëàõ áóäóò ïðîòèâîïîëîæíûå çíàêè.

Çàìå÷àíèå 2. Èçìåíåíèå çíàêîâ ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà óäîáíî èëëþñòðèðîâàòü ñ ïî-
ìîùüþ âîëíîîáðàçíîé êðèâîé (êîòîðóþ íàçûâàþò «êðèâîé çíàêîâ»), ïðîâåä¸ííîé ÷åðåç 
îòìå÷åííûå òî÷êè è ëåæàùåé âûøå èëè íèæå ÷èñëîâîé îñè â ñîîòâåòñòâèè ñî çíàêîì íåðà-
âåíñòâà â ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå.

Çàìå÷àíèå 3. Ïðèâåä¸ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà 
f(x)�	 0, f(x)�� 0, f(x)�� 0, ãäå f(x)�èìååò âèä

f x
x a x a x a

x b x b x b
n

k

( )
( )( ) ... ( )

( )( ) ... ( )
.=

− − −
− − −

1 2

1 2

Ïðè ýòîì ÷èñëà a1, a2, …, an – 1, an, b1, b2, …, bk –1, bk ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Èçìåíåíèå çíà-
êîâ ôóíêöèè f(x)�èëëþñòðèðóåòñÿ ñ ïîìîùüþ «êðèâîé çíàêîâ».

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: (x � 1)(x � 3)�� 0.
Ðåøåíèå. Ìíîãî÷ëåí f(x)�� (x � 1)(x � 3)�îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî÷êàõ x � 1, x � 3. Ýòè òî÷-

êè ðàçáèâàþò êîîðäèíàòíóþ ïðÿìóþ íà ïðîìåæóòêè (�@; 1); (1; 3); (3; �@), âíóòðè êàæäîãî 
èç êîòîðûõ ôóíêöèÿ f(x)�ñîõðàíÿåò çíàê. Òàê êàê â ïðîìåæóòêå (3; �@)�ñîìíîæèòåëè (x � 1), 
(x � 3)�ïîëîæèòåëüíûå, òî è èõ ïðîèçâåäåíèå ïîëîæèòåëüíî, ò. å. f(x)�� 0. Îòìåòèì ïðîìå-
æóòîê (3; �@)�çíàêîì «�». Äàëåå çíàêè â ïðîìåæóòêàõ ÷åðåäóþòñÿ. Ïðîâîäèì ÷åðåç îòìå÷åí-
íûå òî÷êè «êðèâóþ çíàêîâ». 

Èëëþñòðàöèþ ñ ïîìîùüþ «êðèâîé çíàêîâ» ïîíèìàåì òàê: íà òåõ ïðî-
ìåæóòêàõ, ãäå «êðèâàÿ çíàêîâ» ïðîõîäèò âûøå êîîðäèíàòíîé ïðÿìîé 
(ãäå ñòàâèòñÿ çíàê «�»), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî f(x)�� 0; íà òåõ ïðîìå-
æóòêàõ, ãäå êðèâàÿ ïðîõîäèò íèæå ïðÿìîé (ãäå çíàê «�»), âûïîëíÿåòñÿ 
íåðàâåíñòâî f(x)�	 0. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèåì èñõîäíîãî 
íåðàâåíñòâà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ïðîìåæóòêîâ: (�@; 1); (3; �@). 

Îòâåò: x � (�@; 1)�! (3; �@).

Обобщенный метод интервалов
Ïóñòü òðåáóåòñÿ ðåøèòü íåðàâåíñòâî:

( ) ( ) ... ( ) ( ) ,x a x a x a x ak k
n

kn
n

kn− − − − >−
−

1
1

2
2

1
1 0

ãäå k1, k2, …, kn – 1, kn — öåëûå ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà; a1, a2, …, an – 1, an — äåéñòâèòåëüíûå 
÷èñëà, ñðåäè êîòîðûõ íåò ðàâíûõ, è òàêèå, ÷òî a1 	 a2 	 … 	 an – 1 	 an. Íåðàâåíñòâà ïîäîá-
íîãî âèäà ðåøàþò ñ ïðèìåíåíèåì îáîáù¸ííîãî ìåòîäà èíòåðâàëîâ. B îñíîâå ýòîãî ìåòîäà 
ëåæèò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî äâó÷ëåíà (x � a)n: òî÷êà x � a äåëèò ÷èñëîâóþ îñü íà äâå ÷àñòè, 
ïðè÷¸ì åñëè n � 2k (n — ÷¸òíîå), òî âûðàæåíèå (x � a)n ñïðàâà è ñëåâà îò òî÷êè x � a ñî-
õðàíÿåò ïîëîæèòåëüíûé çíàê; åñëè n � 2k � 1 (n — íå÷¸òíîå ÷èñëî), òî âûðàæåíèå (x � a)n 
ñïðàâà îò òî÷êè x � a ïîëîæèòåëüíîå, à ñëåâà îò òî÷êè x � a îòðèöàòåëüíîå.

–

1 ++
3
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Äëÿ ðåøåíèÿ íåðàâåíñòâà ( ) ( ) ... ( ) ( )x a x a x a x ak k
n

kn
n

kn− − − − >−
−

1
1

2
2

1
1 0  îáîáù¸ííûì ìå-

òîäîì èíòåðâàëîâ íà ÷èñëîâóþ îñü íàíîñèì ÷èñëà a1, a2, …, an – 1, an. Â ïðîìåæóòêå ñïðàâà 
îò íàèáîëüøåãî èç íèõ ñòàâèì çíàê «�», à çàòåì, äâèãàÿñü ñïðàâà íàëåâî, ïðè ïåðåõîäå 
÷åðåç î÷åðåäíîå ÷èñëî a1 ìåíÿåì çíàê, åñëè ki — íå÷¸òíîå ÷èñëî, è ñîõðàíÿåì çíàê, åñëè 
ki — ÷¸òíîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå 1. Åñëè âñòðå÷àþòñÿ âûðàæåíèÿ (ai � x)n, òî ñïðàâà îò íàèáîëüøåãî èç ai 
íå îáÿçàòåëüíî áóäåò çíàê «�». Â ýòîì ñëó÷àå ëó÷øå âñåãî îïðåäåëèòü çíàê ëåâîé ÷àñòè 
íåðàâåíñòâà â êàêîì-ëèáî èç èíòåðâàëîâ, à çàòåì ïîñòàâèòü çíàêè â êàæäîì èç èíòåðâàëîâ 
ñ ó÷¸òîì èçëîæåííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé.

Çàìå÷àíèå 2. Ïðèâåä¸ííûå âûøå ðàññóæäåíèÿ ñïðàâåäëèâû è äëÿ íåðàâåíñòâ âèäà 
�(x)���0, �(x)���0, �(x)���0, ãäå

ϕ( )
( ) ( ) ... ( )

( ) ( ) ... ( )
x

x a x a x a

x b x b x b

n n
k

nk

m m
p

m
=

− − −

− − −
1

1
2

2

1
1

2
2 pp

.  

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: x2(x � 1)3 (x � 2)5�	�0.
Ðåøåíèå. Îòìå÷àåì íà ÷èñëîâîé ïðÿìîé òî÷êè x���0, x���1, x���2. 

Ïðîâîäèì ÷åðåç ýòè òî÷êè «êðèâóþ çíàêîâ» ñ ó÷åòîì òîãî ÷òî ñëåâà 
è ñïðàâà îò òî÷êè x���0 îäèí è òîò æå çíàê «�», òàê êàê â âûðàæå-
íèè x2 ��0 ïîêàçàòåëü ñòåïåíè (÷èñëî 2)�— ÷èñëî ÷¸òíîå. Â îêðåñò-
íîñòè òî÷åê x���1 è x���2 çíàêè â ñîñåäíèõ ïðîìåæóòêàõ ÷åðåäóþòñÿ, 
òàê êàê â âûðàæåíèÿõ (x � 1)3 è (x � 2)5 ïîêàçàòåëè ñòåïåíåé (÷èñëà 3 è 5)�íå÷¸òíûå. 
Ìíîæåñòâî, äàþùåå ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà, íà ðèñóíêå çàøòðèõîâàíî. Ýòî èíòåð-
âàë (1; 2).

Метод замены переменной  
при решении рациональных неравенств

Ìíîãèå íåðàâåíñòâà óäîáíî ðåøàòü, ïðèìåíÿÿ ìåòîä çàìåíû ïåðåìåííîé (ìåòîä ïîäñòà-
íîâêè).

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: (x2 � x)2 � 8 (x2 � x)���12�	�0.
Ðåøåíèå. Âûïîëíèâ çàìåíó ïåðåìåííîé t � x2 � x, ïîëó÷àåì t2 � 8t � 12 	 0. 
Êîðíÿìè óðàâíåíèÿ t2 � 8t � 12 � 0 ÿâëÿþòñÿ t1 � 2, t2 � 6. Îòñþäà t2 � 8t���12���(t � 2)

(t � 6)�	�0 � 2�	�t�	�6. 
Ïîñêîëüêó t���x2 � x, ïîëó÷àåì: 

2�	�x2 � x�	�6 � x x
x x

2

2

2

6

− >
− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
.
( )

( )

a

á
Ðåøàåì íåðàâåíñòâî (à): 

x x x x x x x
x

2 22 2 0 1 2 0
1

2
− > ⇔ − − > ⇔ + − > ⇔ < −

>
⎡
⎣⎢

( )( ) .  

Ðåøàåì íåðàâåíñòâî (á): 
x2 � x�	�6 � x2 � x � 6�	�0 � (x���2)(x � 3)�	�0 � � 2�	�x�	�3.

Îòñþäà (x2 � x)�2 � 8 (x2 � x)���12�	�0 � 
x x
x x

x
x

x

2

2

2

6

1
2

2 3

− >
− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

< −
>

⎡
⎣⎢
− < <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
.  

Èçîáðàçèì ïîëó÷åííûå ìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ äâóõ êîîðäèíàòíûõ 
ïðÿìûõ. Ðåøåíèåì èñõîäíîãî íåðàâåí ñòâà ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå 
ìíîæåñòâ (�2; �1); (2; 3).

Îòâåò: x � (�2; �1)�! (2; 3).

x
–

210

+++

x

x2 3–2 –1

2 3–2 –1
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Решение простейших неравенств
Ëèíåéíûå íåðàâåíñòâà ax > b, ax�� b, ax < b, ax�� b

Íåðàâåíñòâî a � 0
a � 0

a 	 0
b � 0 b � 0 b 	 0

ax � b
b
a

; + ∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ % % x���R −∞⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟;

b
a

ax � b
b
a

; + ∞⎡
⎣⎢

⎞
⎠⎟

% x���R x���R −∞⎛
⎝⎜

⎤
⎦⎥

;
b
a

ax 	 b −∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟;

b
a

x���R % %
b
a

; + ∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ax � b −∞⎛
⎝⎜

⎤
⎦⎥

;
b
a

x���R x���R %
b
a

; + ∞⎡
⎣⎢

⎞
⎠⎟

Íåðàâåíñòâà |x � b| > a, |x � b| < a, |x � b| � a, |x � b| ��a

Íåðàâåíñòâî
b � 0 b � 0

a 	 0 a � 0 a � 0 a 	 0 a � 0 a � 0

|x � b| � a x���R x 	 0, x � 0 x 	  � a, x � a x���R x 	 b, x � b x 	 b � a, x � b � a

|x � b| 	 a % % �a 	 x 	 a % % b � a 	 x 	 b � a

|x � b| � a x���R x���R x � �a, x � a x���R x���R x � b ��a, x � b � a

|x � b| � a % x � 0 �a � x � a % x � b b � a � x � b � a

Íåðàâåíñòâà ax2 + bx + c > 0, ax2 + bx + c < 0, ax2 + bx + c � 0, ax2 + bx + c � 0

Íåðàâåíñòâî D 	 0 D � 0 D � 0

ax2 � bx � c � 0
a � 0 x���R x � x0 (�/; x1) � (x2; � /)

a 	 0 % % (x1; x2)

ax2 � bx � c � 0
a � 0 x���R x���R (�/; x1] � [x2; � /)

a 	 0 % x � x0 [x1; x2]

ax2 � bx � c 	 0
a � 0 % % (x1; x2)

a 	 0 x���R x � x0 (�/; x1) � (x2; � /)

ax2 � bx � c � 0

a � 0 % x � x0 [x1; x2]

a 	 0 x���R x���R (�/; x1] � [x2; � /)
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Íåðàâåíñòâà axk � b, axk 	 b, axk � b, axk � b, n � N

Íåðàâåíñòâî a
k � 2n k = 2n + 1

b 	 0 b � 0 b � 0 b ��[��@; ��@)

ax2n � b

a � 0 x���R� x � 0 x
b
a

n< −2 ,  x
b
a

n0 2 x
b
a

n> +2 1

a 	 0 − < <
b
a

x
b
a

n n2 2  % % x
b
a

n< +2 1

ax2n � b

a � 0 x���R� x ��R� x
b
a

n≤ − ,2  x
b
a

n1 2 x
b
a

n� 2 1.

a 	 0 #
b
a

x
b
a

n n2 2� � x � 0 % x
b
a

n� 2 1.

ax2n 	 b

a � 0 % % − < <
b
a

x
b
a

n n2 2 x
b
a

n< +2 1

a 	 0 x
b
a

n< −2 ,  x
b
a

n0 2 x � 0 x���R x
b
a

n> +2 1

ax2n � b

a � 0 % x � 0 #
b
a

x
b
a

n n2 2� � x
b
a

n� 2 1.

a 	 0 x
b
a

n� # ,2  x
b
a

n� 2 x���R x���R x
b
a

n� 2 1.

Íåðàâåíñòâà 
k
&x > a, 

k
&x < a, 

k
&x � a, 

k
&x � a, n � N

Íåðàâåíñòâî
k � 2n k = 2n + 1

a 	 0 a � 0 a � 0 b ��[��@; ��@)

x an2 0 [0; � /) (0; � /) (a
2n

; � /) x � a2n + 1

x an2 � [0; � /) [0; � /) [a
2n

; � /) x � a2n + 1

x an2 2 % % [0; a2n) x 	 a2n + 1

x an2 � % x � 0 [0; a2n] x � a2n + 1
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Íåðàâåíñòâà 
k

x n2  > a, 
k

x n2  < a, 
k

x n2  � a, 
k

x n2  � a, n � N

Íåðàâåíñòâà a � 0 a � 0 a 	 0

k

x
a

n2
0

k  � 0 −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

k
a

k
a

n n2 20 0; ;� x � 0 x � 0

k 	 0 % % −∞ −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∞
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; ;
k
a

k
a

n n2 2�

k

x
a

n2
2

k  � 0 −∞ −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∞
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; ;
k
a

k
a

n n2 2� % %

k 	 0 x � 0 x � 0 −
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟

k
a

k
a

n n2 20 0; ;�

k

x
a

n2
�

k  � 0 −
⎡

⎣
⎢
⎢

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎤

⎦
⎥
⎥

k
a

k
a

n n2 20 0; ;� x � 0 x � 0

k 	 0 % % −∞ −
⎛
⎝⎜

⎤

⎦
⎥ + ∞

⎡

⎣
⎢

⎞
⎠⎟

; ;
k
a

k
a

n n2 2�

k

x
a

n2
�

k  � 0 −∞ −
⎛
⎝⎜

⎤

⎦
⎥ + ∞

⎡

⎣
⎢

⎞
⎠⎟

; ;
k
a

k
a

n n2 2� % %

k 	 0 x � 0 x � 0 −
⎡

⎣
⎢
⎢

⎞

⎠
⎟

⎛

⎝
⎜

⎤

⎦
⎥
⎥

k
a

k
a

n n2 20 0; ;�

Íåðàâåíñòâà 
k

x n2 +1 > a, 
k

x n2 +1 < a, 
k

x n2 +1 � a, 
k

x n2 +1 � a, n � N

Íåðàâåíñòâà a 	 0 a � 0 a � 0

k

x
a

n2 1+ >
k � 0 −∞

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+ ∞+; ( ; )
k
a

n2 1 0� (0; � /) 0 2 1;
k
a

n+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

k 	 0 ( ; ) ;−∞ + ∞
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+0 2 1� k
a

n (�/; 0)
k
a

n2 1 0+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

;

k

x
a

n2 1+ <
k � 0

k
a

n2 1 0+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; (�/; 0) ( ; ) ;−∞ + ∞
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+0 2 1� k
a

n

k 	 0 0 2 1;
k
a

n+
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟ (0; � /) −∞

⎛

⎝
⎜

⎞

⎠
⎟ + ∞+; ( ; )

k
a

n2 1 0�

k

x
a

n2 1. �
k � 0 −∞

⎛
⎝⎜

⎤

⎦
⎥ + ∞+; ( ; )

k
a

n2 1 0� (0; � /) 0 2 1;
k
a

n+
⎛

⎝
⎜

⎤

⎦
⎥
⎥

k 	 0 ( ; ) ;−∞ +∞
⎡

⎣
⎢
⎢

⎞

⎠
⎟+0 2 1� k

a
n (�/; 0)

k
a

n2 1 0+
⎡

⎣
⎢

⎞
⎠⎟

;

k

x
a

n2 1. �
k � 0 k

a
n2 1 0+

⎡

⎣
⎢

⎞
⎠⎟

; (�/; 0) ( ; ) ;−∞ + ∞
⎡

⎣
⎢
⎢

⎞

⎠
⎟+0 2 1� k

a
n

k 	 0 0 2 1;
k
a

n+
⎛
⎝⎜

⎤

⎦
⎥ (0; � /) −∞

⎛
⎝⎜

⎤

⎦
⎥ + ∞+; ( ; )

k
a

n2 1 0�
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Íåðàâåíñòâà x r  > a, x r < a, x r � a, x r � a  
(r — ïîëîæèòåëüíàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü)

Íåðàâåíñòâî a 	 0 a � 0 a � 0

xr � a [0; � /) (0; � /)
ar

1

; +∞
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

xr � a [0; � /) [0; � /)
ar

1

; +∞
⎡
⎣⎢

⎞
⎠⎟

xr 	 a % %
0

1

; ar
⎡
⎣⎢

⎞
⎠⎟

x
r
 � a % x � 0

0

1

; ar
⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

Íåðàâåíñòâà x�– r < a, x�– r > a, x�– r � a, x�– r � a  
(r — ïîëîæèòåëüíàÿ íåñîêðàòèìàÿ äðîáü)

Íåðàâåíñòâî a 	 0 a � 0 a � 0

x–r � a (0; � /) (0; � /) 0

1

; a r
−⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

x–r � a (0; � /) (0; � /) 0

1

; a r
−⎛

⎝⎜
⎤
⎦⎥

x–r 	 a % % a r
−

+ ∞
⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

;

x–r � a % % a r
−

+ ∞
⎡
⎣⎢

⎞
⎠⎟

1

;

126

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 1

3.
 У

ра
вн

ен
ия

 и
 н

ер
ав

ен
ст

ва



КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Запишите решения неравенств с помощью таблиц на с. 123–126:

à) 5x � 2  

á) |x – 3| �2  

â) x2 � 4x – 5 < 8  

ã) 3x7 ��2  

ä) 5x12 	�3  

å) 2 5 13 x �  

æ) 2 4x 2  

ç) 
48

3
4x
�  

è) 
64

1
6x
2  

ê) x
3

4 3�  

ë) x
−

< −
5

3 2  

Ответы на тестовые задания к неделе 13
1 — 10. 2 — 20. 3 — 9. 4 — %. 5 — –3.
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НЕДЕЛЯ 14 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.2. Неравенства

2.2.3. Показательные неравенства
2.2.4. Логарифмические неравенства
2.2.8. Использование свойств и графиков функций при реше-

нии неравенств
2.2.9. Метод интервалов

Показательные неравенства
Íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùèå ïåðåìåííûå â ïîêàçàòåëå ñòåïåíè, íàçûâàþòñÿ ïîêàçàòåëü-

íûìè.

Решение простейших неравенств ax > b, ax < b, ax � b, ax � b

b � 0
b � 0

a � 1 0 	 a 	 1

ax < b % x 	 loga b x � loga b

ax � b % x � loga b x � loga b

ax > b x���R x � loga b x 	 loga b

ax � b x���R x � loga b x � loga b

Неравенства вида a  f(x) > b, a > 0
Íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü äâà ñëó÷àÿ:
à)� b���0, òîãäà af(x)�� b � x � D(f);
á)� b���0, òîãäà af(x)�� b � f(x)�� logab ïðè a���1; af(x)�� b ��f(x)�	�logab ïðè 0�	�a�	�1.

Ïðè a���1 èñõîäíîå íåðàâåíñòâî af(x)�� b ðàâíîñèëüíî ÷èñëîâîìó íåðàâåíñòâó 1���b ïðè 
x � D(f).

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2x���5.

Ðåøåíèå. 2x���5 � 2x���2 2 5log 3  x���log25.
Îòâåò: x � (log25; �@).

Неравенства вида a  f(x) > a  g(x)

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ ïîäîáíîãî âèäà îñíîâàíî íà ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèÿõ:
• åñëè a���1, òî íåðàâåíñòâî af(x)���ag(x)�ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x)���g(x);
• åñëè 0 	 a 	 1, òî íåðàâåíñòâî af(x)�� ag(x)�ðàâíîñèëüíî íåðàâåíñòâó f(x)�	 g(x). 
Êîðîòêî ìîæíî çàïèñàòü:

a a a
f x g x

a

f x g x
f x g x( ) ( )

( ) ( )
;

;

( ) ( ).
> ⇔ >

>
⎧
⎨
⎩

< <
<

⎧
⎨
⎩

1 0 1
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Çàìåòèì, ÷òî, ïðèìåíÿÿ êàêîé-ëèáî ìåòîä ïðè ðåøå-
íèè íåðàâåíñòâà, ñîäåðæàùåãî çíàê «�», ìîæíî ýòîò æå 
ìåòîä ïðèìåíÿòü è ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ, ñîäåðæà-
ùèõ çíàêè «	», «�», «�». Â ÷àñòíîñòè, ìîæíî, íàïðè-

ìåð, çàïèñàòü: a a a
f x g x

f x g x( ) ( )

( ) ( )
.� �⇔ < <⎧

⎨
⎩
0 1

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2
1

8
x 2 .

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó 
1

8
2 3= − ,  òî 

2
1

8
2 2 33x x x< ⇔ < ⇔ < −− .

Îòâåò: x � (�@; �3). 

Неравенства вида a  f(x) > b  �(x) 
Ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâ ïîäîáíîãî âèäà ïðèìåíÿþò 

ëîãàðèôìèðîâàíèå îáåèõ ÷àñòåé ïî îñíîâàíèþ a èëè b. 
Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ïîêàçàòåëüíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì:

af(x)�� b�(x)�� f(x)�� �(x)�logab, åñëè a���1;

af(x)�� b�(x)�� f(x)�	��(x)�logab, åñëè 0�	�a�	�1.

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 2 3
2x x� .

Ðåøåíèå. Ïðîëîãàðèôìèðóåì îáå ÷àñòè íåðàâåíñòâà 
ïî  îñíîâàíèþ 2.
Òîãäà èìååì: 

2 3 2 3 3
2

2 2

2 2
2

x x x x x x� � �3 3 3log ( ) log ( ) log

⇔ − ⇔ − ⇔x x x x2
2 23 0 1 3 0log ( log )� �

⇔ ∈ ⎡

⎣
⎢

⎤

⎦
⎥ =x

2
30

1

3
0 2;

log
[ ; log ].

Îòâåò: x � [0; log3 2].

Решение показательных неравенств методом 
замены переменной

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 9x���27�	�12 � 3x.
Ðåøåíèå. Ïóñòü 3x � t, t > 0, òîãäà èñõîäíîå íåðàâåí-

ñòâî ðàâíîñèëüíî òàêîìó:

t2 � 12t���27�	�0 � 3�	�t�	�9 � 3�	�3x�	�9 ��
��31�	�3x�	�32 � 1�	�x�	�2.

Îòâåò: x � (1; 2).

Решение неравенств, содержащих однородные 
функции относительно показательных функций
Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 4x � 2 � 52x � 10x � 0.
Ðåøåíèå. Èñõîäíîå íåðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âè-

äå: 22x � 2 � 52x � 2x � 5x � 0.
Â ëåâîé ÷àñòè — îäíîðîäíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëü-

íî 2x è 5x. Òîãäà ìîæíî ðàçäåëèòü îáå ÷àñòè èñõîäíîãî 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

1. Укажите наибольшее целое реше-
ние неравенства 5 0 24 7 10# x � , .

 

2. Найдите наибольшее целое реше-
ние неравенства

0 2 0 29 2 4 4 2 5, , .( ) > ( )− − −x x x

Если такого нет, то в ответе запиши-
те «1». 

 

3. Укажите наименьшее целое реше-
ние неравенства 

3 3 22 1x x+ > + .

 

4. Решите неравенство 

3 3 21 31 1x x x+ −+ +� .
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íåðàâåíñòâà íà 22x, 52x èëè íà 10x � 2x � 5x. Ðàçäåëèâ îáå 
÷àñòè èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà íà 52x � 25x, ïîëó÷àåì:

4

25
2

10

25
0

2

5

2

5
2

2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

− − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ − ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

− >
x x x x

00.

Ïóñòü 
2

5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=
x

t,  t > 0, òîãäà t t t
t

2 2 0
1

2
− − > ⇔ < −

>
⎡
⎣⎢

.

Ïîñêîëüêó t���0, èìååì t���2, èñõîäíîå íåðàâåíñòâî 
ðàâíîñèëüíî ñëåäóþùåìó:

2

5
2

2

5

2

5
2

2

5

2

2

5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

> ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇔ <
x x

x
log

log .

Îòâåò: x ∈ −∞⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

; log .2

5

2

Логарифмические неравенства
Ëîãàðèôìè÷åñêèìè íàçûâàþòñÿ íåðàâåíñòâà, êîòî-

ðûå ñîäåðæàò ïåðåìåííóþ ïîä çíàêîì ëîãàðèôìà èëè 
â åãî îñíîâàíèè.

Ïðè ðåøåíèè ëîãàðèôìè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ íàõîæ-
äåíèå îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà íå ÿâ-
ëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíûì, à ÷àñòî äàæå íåöåëåñîîáðàçíî, 
ïîñêîëüêó óñëîâèÿ, çàäàþùèå îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ íå-
ðàâåíñòâà, îáû÷íî ïîäêëþ÷àþò ê òîìó íåðàâåíñòâó, êî-
òîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì çàäàííîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî 
íåðàâåíñòâà.

Решение простейших неравенств  
loga x < b, loga x > b, loga x�� b, loga x�� b

Íåðàâåíñòâî a � 1 0 	 a 	 1

loga x 	 b x a
x

b<
>

⎧
⎨
⎩

,
0

x � ab

loga x � b x � ab x a
x

b<
>

⎧
⎨
⎩

,
0

loga x � b
x a
x

b� ,
>

⎧
⎨
⎩ 0 x � ab

loga x � b x � ab x a
x

b� ,
>

⎧
⎨
⎩ 0

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log log log ( ) .2 3 1

2

1 0x # �
Ðåøåíèå. Ðåøåíèå èñõîäíîãî íåðàâåíñòâà ëó÷øå âñå-

ãî çàïèñàòü ñ èñïîëüçîâàíèåì öåïî÷åê ýêâèâàëåíòíûõ 
íåðàâåíñòâ:
log log log ( ) log log log ( ) log2 3 1

2

2 3 1

2

21 0 1 1x x− ⇔ − ⇔� �
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

5. Решите неравенство 

log2 x + log2(x – 1) A 1.

 

6. Решите неравенство 

log0,25(2x – 4) ��log0,25(x + 1).

 

7. Решите неравенство log3(x – 2) < 2.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



⇔ < − ⇔ < − ⇔ < −0 1 1 1 1 3 1 13 1

2

3 3 1

2

3 1

2

log log ( ) log log log ( ) log log (x x x� � )) � 3 ⇔

⇔ < − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

⇔ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

≤ − < ⇔ −log log ( ) log1

2

1

2

1

2

3 3
1

2
1

1

2

1

2
1

1

2

1

8
1x x x� � << ⇔ <1

2

9

8

3

2
� x .

Îòâåò: 11
8

11
2

; .⎡
⎣⎢

⎞
⎠
⎟

Неравенства, решаемые  
с использованием свойств логарифмов

Ðåøåíèå íåðàâåíñòâ âèäà logaf(x)���logag(x)�îñíîâàíî íà òîì, ÷òî ôóíê öèÿ y � logax (a � 0, 
a � 1, x � 0)�ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé ïðè 0 	 a 	 1 è âîçðàñòàþùåé ïðè a � 1.

Òàêèì îáðàçîì, èìååì ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

à)� log ( ) log ( )
( )
( )
( ) ( )

( ) (a af x g x

a
f x
g x
f x g x

a
f x g

> ⇔

>
>
>
>

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇔ >
>

1
0
0

1
xx)

;>
⎧
⎨
⎩ 0

á)� log ( ) log ( )
( )
( )
( ) ( )

a af x g x

a
f x
g x
f x g x

a
f

> ⇔

< <
>
>
<

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

⇔ < <
<

0 1
0
0

0 1
0 (( ) ( )

.
x g x<

⎧
⎨
⎩

Çàìåòèì, ÷òî â íåðàâåíñòâàõ (à)�è (á)�ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ïåðâóþ (áîëåå ïîëíóþ)�
ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, òàê è âòîðóþ (óêîðî÷åííóþ)� ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, åé ðàâíîñèëüíóþ. 
Äîñòîèíñòâîì áîëåå ïîëíîé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ å¸ íàãëÿäíîñòü è î÷åâèäíîñòü, 
à äîñ òîèíñòâîì óêîðî÷åííîé —�ìåíüøàÿ òðóäî¸ìêîñòü, ò. ê. ïðèõîäèòñÿ ðåøàòü íà îäíî 
íåðàâåíñòâî ìåíüøå. Îäíàêî ïåðåõîä îò áîëåå ïîëíîé ñèñòåìû ê óêîðî÷åííîé íå âñåãäà î÷å-
âèäåí äëÿ ìàëîîïûòíîãî ðåøàþùåãî.

Íåðàâåíñòâî a > 0, 
a � 1 Ðåøåíèå Ïðèìåð

loga f(x) < b a > 1
f x a
f x

b( ) ,
( )

<
>

⎧
⎨
⎩ 0 log ( )5 4 7 1x − <  � 

4 7 5

4 7 0

x

x

− <
− >

⎧
⎨
⎩

,
 ��

� 
4 12

4 7

x

x

<
>

⎧
⎨
⎩

,
 � 

x

x

<

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

3

1
3

4

,
 ��x ∈⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟1

3

4
3;0 	 a 	 1 f(x) > ab

loga f(x) < loga g(x) a > 1 f x g x

f x

( ) ( ),

( )

<
>

⎧
⎨
⎩ 0

log ( ) log ( )7 71 8 2x x− < − ⇔ x x
x
− < −
− >

⎧
⎨
⎩

1 8 2
1 0

,

0 	 a 	 1 f x g x

g x

( ) ( ),

( )

>
>

⎧
⎨
⎩ 0

� 
3 9

1

x

x

<
>

⎧
⎨
⎩

,
 � 

x

x

<
>

⎧
⎨
⎩

3

1

,
 � x���(1; 3)
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Íåðàâåíñòâî a > 0, 
a � 1 Ðåøåíèå Ïðèìåð

loga f(x) > b,  a > 1 f(x) � ab

log ( ),0 2 3 1x # � � x
x
−
− >

⎧
⎨
⎩

3 0 2
3 0

1� , ,��

��
x

x

� 3 2

3

, ,
>

⎧
⎨
⎩

 � x���(3; 3,2]
loga f(x) � b, 0 	 a 	 1

f x a
f x

b( ) ,
( )

<
>

⎧
⎨
⎩ 0

logh(x) f(x) < c h x
f x

f x h x
c

( ) ,
( ) ,

( ) ( ) .

>
>

< ⎡⎣ ⎤⎦

⎧

⎨
⎪

⎩
⎪

1
0

 

h x
h x
f x

f x h x
c

( ) ,
( ) ,
( ) ,

( ) ( )

>
<
>

< ⎡⎣ ⎤⎦

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

0
1
0

 

log ( )x x2 1 1− >  � 
2 1 0

1

2 1 1

x
x
x x

− >
>
− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,
,  èëè �

2 1 0
1
0

2 1 1

x
x
x
x x

− >
<
>
− <

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

,
,
,

 � x ∈ +∞( ) ⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟1

1

2
1; ;�

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log0,2 (x
2)�� log0,2 (3x).

Ðåøåíèå. Ó÷èòûâàÿ ÷òî îñíîâàíèå ëîãàðèôìîâ 0�	�0,2�	�1, ïîëó÷àåì:

log log ( ), ,0 2
2

0 2

2

2
23

0
3 0

3

0

3 0
0x x

x
x

x x

x
x x

x( ) > ⇔
>
>
<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪
⇔

>
− <

⎧
⎨
⎩

⇔ >
xx x

x
x

x
( )

.− <
⎧
⎨
⎩

⇔ >
< <

⎧
⎨
⎩

⇔ < <
3 0

0
0 3

0 3

Îòâåò: x � (0; 3).

Логарифмические неравенства,  
решаемые с использованием замены переменной

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: log log .3
2

32 3 0x x# # �
Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èâ log3x���t, ïðèõîäèì ê íåðà âåí ñòâó: 

t2 � 2t � 3���0, �1���t���3 � �1���log3x���3 � log33
 –1���log3x���log33

3 � 
1
3

27� �x .

Îòâåò: x∈⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

1
3

27; .
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините соответствующие части равенств:

loga (xy) � ��n loga x 

loga
x
y
� b�

loga x
n�� logak

x� 1

log
ak x � ��loga x���loga y

loga x �
logb a

� 1

a a blog � ��loga x���loga y

loga b � log
ak

kb�

loga b � 
log

log
b

b

x

a
�

� Запишите решения неравенств с помощью таблиц на с. 128 и 130:

à) a x5 3�  

á) e x3 22  

â) log2 2x �  

ã) lg x 0 3  

Ответы на тестовые задания к неделе 14
1 — 2. 2 — 1. 3 — 1. 4 — x � 2. 5 — (1; 2]. 6 — (2; 5]. 7 — (2; 11).
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НЕДЕЛЯ 15 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
2.2. Неравенства

2.2.5. Системы линейных неравенств
2.2.6. Системы неравенств с одной переменной
2.2.7. Равносильность неравенств, систем неравенств

СИСТЕМЫ НЕРАВЕНСТВ
Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðàçóþò ñèñòåìó íåðàâåíñòâ, åñëè ñòàâèòñÿ 

çàäà÷à îòûñêàòü âñå òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò îäíîâðåìåííî êàæäî-
ìó èç ýòèõ íåðàâåíñòâ.

Çíà÷åíèå ïåðåìåííîé, ïðè êîòîðîì êàæäîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû îáðàùàåòñÿ â âåðíîå 
÷èñëîâîå íåðàâåíñòâî, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ.

Äâå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè, åñëè îíè èìåþò îáùåå ìíîæåñòâî 
ðåøåíèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ ýòèì íåðàâåíñòâàì. Ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì íåðàâåíñòâ îáîçíà-
÷àåòñÿ òàê æå, êàê è ðàâíîñèëüíîñòü ñèñòåì óðàâíåíèé, ò. å. ñ ïîìîùüþ çíàêà �.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðåøåíèåì ñèñòåìû íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèå ðåøåíèé íåðàâåíñòâ, 
îáðàçóþùèõ ñèñòåìó, à ðåøåíèåì ñîâîêóïíîñòè íåðàâåíñòâ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ðåøåíèé 
íåðàâåíñòâ, îáðàçóþùèõ ñîâîêóïíîñòü.

Åñëè íåðàâåíñòâà f1(x)���g1(x) è f2(x)���g2(x) îáðàçóþò ñèñòåìó íåðàâåíñòâà, òî èõ çàïèñû-
âàþò â ñòîëáèê ñ ïîìîùüþ ôèãóðíîé ñêîáêè:

f x g x

f x g x
1 1

2 2

( ) > ( )
( ) > ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

.

Òàê, íàïðèìåð, çàïèñü 
3 5 2

4 5 15

x

x

+ >
−

⎧
⎨
⎩

,

�  îçíà÷àåò, ÷òî íåðàâåíñòâà 3x���5���2 è 4x���5���15 îá-

ðàçóþò ñèñòåìó íåðàâåíñòâ.
Äâîéíîå íåðàâåíñòâî g(x)�	�f(x)�	��(x) ýêâèâàëåíòíî (ðàâíîñèëüíî) ñèñòåìå íåðà-

âåíñòâ, ò. å. 

g(x)�	�f(x)�	��(x) � 
f x g x

f x x

( ) > ( )
( ) < ( )

⎧
⎨
⎪

⎩⎪ ϕ
.

Íàïðèìåð, 
x

x
x

+ −
+ −

⎧
⎨
⎩

⇔ − +
1 5

1 7
7 1 5

�
� � �,

.

Ïðèìåð. Ðåøèòå ñèñòåìó íåðàâåíñòâ: 

1
1

1

1
0

2x

x

� ,

.
+

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

Ðåøåíèå. 

1
1

1

1
0

2x

x

� ,

;
+

>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

 

1
1 0

1

1
0

2x

x

−

+
>

⎧

⎨
⎪⎪

⎩
⎪
⎪

� ,

;

 
1

0

1 0

2

2

−

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x

x
x

� ,

;

 

( )( ) ,

,

;

1 1 0

0

1

− +
≠
> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x x

x

x

�
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x

x

x

∈ −
≠
> −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

[ ; ],

,

;

1 1

0

1

 
x

x

∈ −
≠

⎧
⎨
⎩

( ; ],

;

1 1

0
 x ∈ − ∪( ; ) ( ; ].1 0 0 1

Îòâåò: (�1; 0) ! (0; 1]. 

СОВОКУПНОСТЬ НЕРАВЕНСТВ
Íåñêîëüêî íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îáðà-

çóþò ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ, åñëè ñòàâèòñÿ çàäà÷à 
îòûñêàòü âñå òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êàæäîå èç êî-
òîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîìó èç ýòèõ 
íåðàâåíñòâ.

Åñëè íåðàâåíñòâà f1(x)���g1(x) è f2(x)���g2(x) îáðàçó-
þò ñîâîêóïíîñòü íåðàâåíñòâ, òî èõ çàïèñûâàþò ëèáî 
â ñòîëáèê ñ ïîìîùüþ êâàäðàòíîé ñêîáêè, ëèáî â ñòðîêó 
ñ ïîìîùüþ ñîþçà èëè, íàïðèìåð:

f x g x

f x g x
f x g x f x g x1 1

2 2
1 1 2 2

( ) > ( )
( ) > ( )

⎡

⎣
⎢
⎢

⇔ ( ) > ( ) ( ) > ( )èëè .

Íåñêîëüêî ñèñòåì íåðàâåíñòâ ñ îäíîé ïåðåìåííîé îá-
ðàçóþò ñîâîêóïíîñòü ñèñòåì íåðàâåíñòâ, åñëè ñòàâèòñÿ 
çàäà÷à îòûñêàòü âñå òå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé, êàæäîå èç 
êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿåò ïî êðàéíåé ìåðå îäíîé èç ýòèõ 
ñèñòåì.

Ïðèìåð. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî: 

x

x

2

0 5
2

4

1
0

−
−

<
log ( )

.
,

Ðåøåíèå. 

ÎÄÇ: 
x

x

2

0 5
2

1 0

1 0

− >

− ≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

log ( ) ;,

 
x

x

2

2

1

1 1

>

− ≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

,

;
 

x

x

>

≠

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

22

,

;
 

x

x

>

≠ ±

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

1

2

,

;

x ∈ −∞ − ∪ − − ∪ ∪ + ∞( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ).2 2 1 1 2 2  

x

x

2

0 5
2

4

1
0

−
−

<
log ( )

;
,

 

x

x

x

x

2

0 5
2

2

0 5
2

4 0

1 0

4 0

1 0

− >

− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− <

− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢

,

log ( ) ;

,

log ( ) ;

,

,

⎢⎢
⎢
⎢
⎢

 

x

x

x

x

2

2

2

2

4 0

1 1

4 0

1 1

− >

− >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

− <

− <

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

,

;

,

;
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

1. Решите систему неравенств 

3 1
2

3
3

1
1

6
3 1 2 2 3 3

x x x

x x x

+
−

+
−

+

+( )− −( ) +

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

�

�

;

.

В ответ запишите произведение 
всех целых решений системы.

 

2. Решите систему неравенств 

x x
x
− > +
+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

2 3
3 0

;
.

В ответ запишите наименьшее целое 
её решение.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК

1
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28

29

30

31

32

33

34

35

36

15



x

x

x

x

2

2

2

2

4

2

4

2

>

>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

<

<

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

⎡

⎣

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

,

;

,

;

 
x

x

2

2

4

2

>

<

⎡

⎣
⎢
⎢

,

;
 

x

x

>

<

⎡

⎣
⎢
⎢

2

2

,

;
   

|õ|

x ∈ −∞ − ∪ − ∪ + ∞( ; ) ( ; ) ( ; ).2 2 2 2  

Ó÷èòûâàÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ, ïîëó÷àåì:

 

x ∈ −∞ − ∪ − − ∪ ∪ + ∞( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ).2 2 1 1 2 2

Îòâåò: ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ).−∞ − ∪ − − ∪ ∪ + ∞2 2 1 1 2 2
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

3. Решите систему неравенств:

2 2 1 3 2 5 4
1

3
2

5
2

5 1
15

x x x
x x x

+( )− −( ) −
−

−
−

−
+

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

�

�

,

.

В ответ запишите произведение 
всех её целых решений.

 

4. Решите систему неравенств 

x

x x

2

2

16 0

3 0

−

+ >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

� ;

.
 

В ответ запишите сумму всех целых 
решений системы. 

 

5. Решите систему неравенств 

x

x x

2 25 0

4 0

−
+( ) >

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

� ;

.
 

В ответ запишите сумму всех целых 
её решений.

 

6. Найдите все значения параме-
тра a, при которых неравенство 

x a x a−( ) − −( ) <5 5 0  выполняется 
при всех значениях x, удовлетворя-
ющих условию 1 5� �x .

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Изобразите на числовой оси решения неравенств:

à) x >��3 
x

ã) |x| >�2 
x

x ���3 
x

|x| ��2 
x

x <��3 
x

|x| <�2 
x

x ���3 
x

|x| ��2 
x

á) x2 + 4x + 3 >�0 
x

ä) x4 >�1 
x

x2 + 4x + 3 ��0 
x

x4 ��1 
x

x2 + 4x + 3 <�0 
x

x4 <�1 
x

x2 + 4x + 3 ��0 
x

x4 ��1 
x

â) x3 >�8 
x

å) 
81

4x
 >�1 

x

x3 ��8 
x

81
4x

 ��1 
x

x3 <�8 
x

81
4x

 <�1 
x

x3 ��8 
x

81
4x

 ��1 
x

Ответы на тестовые задания к неделе 15
1 — 2. 2 — –2. 3 — 12. 4 — 6. 5 — 10. 6 — 0 < a <0,2.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ К  РАЗДЕЛУ  
«УРАВНЕНИЯ И НЕРАВЕНСТВА»

1. Íàéäèòå íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà 
(3x – 9)(x2 – 2x – 8) > 0.

2. Ðåøèòå óðàâíåíèå (1 – sin x) tg x � 0.

3. Íàéäèòå íàèáîëüøåå öåëîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà a, ïðè êîòîðîì óðàâíåíèå 
 (x – a) log2 (3x – 7) � 0 
 èìååò òîëüêî îäèí êîðåíü.
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4. Ðåøèòå óðàâíåíèå sin2 x + a sin2 2x � 0,5.

5. Ðåøèòå óðàâíåíèå sin4 x + cos3 x � 1.

6. Ðåøèòå óðàâíåíèå 
x x

a
4

2
4

3+ = − + .

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14
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17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

15



НЕДЕЛЯ 16 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
3.1. Определение и график функции

3.1.1. Функция, область определения функции
3.1.2. Множество значений функции
3.1.3. График функции. Примеры функциональных зависимо-

стей в реальных процессах и явлениях
3.1.4. Обратная функция. График обратной функции 
3.1.5. Преобразования графиков: параллельный перенос, сим-

метрия относительно осей координат

ФУНКЦИИ

ФУНКЦИИ
×èñëîâàÿ ôóíêöèÿ ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D — ýòî çàâèñèìîñòü, 

ïðè êîòîðîé êàæäîìó ÷èñëó x èç ìíîæåñòâà D ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå 
åäèíñòâåííîå ÷èñëî y: y � f(x).

Ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) — ýòî ìíîæå ñòâî òî÷åê êîîðäèíàòíîé ïëîñêî-
ñòè ñ êîîðäèíàòàìè (x, y), ãäå x ïðîáåãàåò âñþ îáëàñòü îïðå äåëåíèÿ ôóíê-
öèè f(x), à y — ñîîòâåò ñòâóþùåå çíà÷åíèå ôóíêöèè.

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ D(f) íàçûâàþò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé, êîòîðûå 
ìîæåò ïðèíèìàòü x.

Îáëàñòüþ çíà÷åíèé E(f) íàçûâàþò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé f(x), êîòîðûå 
îíà ìîæåò ïðèíèìàòü ïðè x���D(f).

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè E(f), íåîáõîäèìî íàéòè âñå çíà÷åíèÿ a, äëÿ 
êîòîðûõ f(x) � a èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Способы задания функций

Òàáëè÷íûé Ãðàôè÷åñêèé Àíàëèòè÷åñêèé

x 0 1 2 3 4
y 0 1 4 9 16

y � x2,
ãäå x���[1; 2; 3; 4]

 D E

y �
 xy

x
0

1

1
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Область определения функции, 
заданной  формулой

Îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè, çàäàííîé ôîðìóëîé 
y � f(x), íàçûâàþò ìíîæåñòâî çíà÷åíèé x, ïðè êîòîðûõ 
ôîðìóëà èìååò ñìûñë (âñå äåéñòâèÿ, óêàçàííûå 
ôîðìóëîé, ìîæíî âûïîëíèòü).

Ôóíêöèÿ D(f)

y � anx
n � an – 1x

n – 1 � ... � a0 R

y
f x
g x

�
( )

( )
,   

ãäå f(x) è g(x) — ìíîãî÷ëåíû
g(x) � 0

y f xn� ( ),2  ãäå n ��N f(x) � 0

y
f x

�
1

( )
f(x) � 0

y � logaf(x), a � 0, a � 1 f(x) � 0

y � logf(x) g(x)

f x

f x

g x

( ) ,

( ) ,

( )

>
≠
>

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

0

1

0

y � tgf(x) f x n n( ) , Z≠ + ∈
π

π
2

y � ctg f(x) f(x) � �n, n���Z

y � arcsin f(x) �1 � f(x) � 1

y � arccos f(x) �1 � f(x) � 1

y � x�, ����N x���R

y � x�,  
� — öåëîå îòðèöàòåëüíîå èëè 0

x � 0

y � x�, � � 0, � — íå öåëîå x��0

y � x�, � 	 0, � — íå öåëîå x � 0

141

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

1. Найдите область определения функ-

ции y
x

x
=

+ 2
.  В ответ запишите 

количество целых чисел из проме-
жутка −[ ]3 3;  области определения.

 

2. При каких значениях аргумен-
та x1  и x2  значение функции 
y x x= + −2 6 2  равно 5? В ответ за-

пишите произведение x x1 2- .

 

3. Найдите область определения функ-
ции

y x x= − + −5 5 .

 

4. Найдите множество значений функ-
ции y x= + 3.  В ответ запишите 
наименьшее положительное число 
из множества значений.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Нули функции
Íóëÿìè (êîðíÿìè) ôóíêöèè íàçûâàþò çíà÷åíèÿ àð-

ãóìåíòà, ïðè êîòîðûõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ðàâíû íóëþ.

y

xx4

x3
x2x1

0

x1, x2, x3, x4 — íóëè ôóíêöèè.
Äëÿ òîãî ÷òîáû íàéòè íóëè ôóíêöèè, íåîáõîäèìî 

ðåøèòü óðàâíåíèå f(x) � 0.

Взаимно обратные функции
Ôóíêöèþ g íàçûâàþò îáðàòíîé äëÿ ôóíêöèè f, åñëè 

êàæäîìó y èç îáëàñòè çíà÷åíèé ôóíêöèè f ôóíêöèÿ g 
ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îäíî çíà÷åíèå x èç îáëàñòè îïðå-
äåëåíèÿ ôóíêöèè f, òàêîå, ÷òî y � f(x). Ñëåäîâàòåëüíî, 
åñëè y � f(x), òî x � g(y).

Ôóíêöèè f è g íàçûâàþò âçàèìíî îáðàòíûìè. 
Ãðàôèêè âçàèìíî îáðàòíûõ ôóíêöèé ñèììåòðè÷íû 

îòíîñèòåëüíî ïðÿìîé y � x.

Геометрические преобразования графиков 
функций

 Ïàðàëëåëüíîå ïåðåìåùåíèå

 Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Ox

 Ñèììåòðèÿ îòíîñèòåëüíî îñè Oy
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5. Найдите g 2( ) ,  если g x( )  — функ-

ция, обратная к функции y
x

=
−
1

1
.

 

6. Найдите sin arcsin .
1
5

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

 

7. Найдите g 3( ) ,  если g x( )  — обрат-
ная функция к y x= −2 5.

 

8. Укажите параллельный перенос 

графика функции y x= +( ) +3 52 ,  
по лученного из графика y x� 2 , на 
m единиц вдоль оси x и n единиц 
вдоль оси y. В ответ запишите m n. .

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Âèä ôóíêöèè Ïðåîáðàçîâàíèå

y � f(x�+ a)

x

y y = x2

0

Ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) ïåðåíåñòè íà âåêòîð (�a; 0).

 
x

y y = (x + 1)2

0–1  
x

y y = (x – 1)2

0 1

y � f(x) � a

x

y y = x3

0

Ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) ïåðåíåñòè íà âåêòîð (0; a).

x

y

1 y = x3 + 1

0

 

x

y

–1

y = x3 – 1

0

y � �f(x)

x

y

0

y = &x

Ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) îòîáðàçèòü ñèììåòðè÷íî 
îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

y = –&x

x

y

0

y � f(�x)

&

Ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) îòîáðàçèòü ñèììåòðè÷íî 
îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

x

y

0

y = &–x

y � f(kx), k � 0

x

y

0 1

1

y = &x

Åñëè k � 1, òî ñæàòü ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) äî òî÷êè 
O (0; 0) âäîëü îñè àáñöèññ â k ðàç.

x

y

0 1

y = &2x&2

Åñëè 0 	 k 	 1, òî ðàñòÿíóòü ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) îò òî÷êè 

O (0; 0) âäîëü îñè àáñöèññ â 1

k
 ðàç.

x

y

0 2

1

          xy = &—
          2
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Âèä ôóíêöèè Ïðåîáðàçîâàíèå

y � kf(x), k � 0

x

y y = x2

0 1–1

1

x

y y = x2

0 1–1

1

Åñëè k � 1, òî ðàñòÿíóòü ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) îò òî÷êè 
O (0; 0) âäîëü îñè îðäèíàò â k ðàç.

x

y y = 2x2

0 1–1

1

2

Åñëè 0 	 k 	 1, òî ñæàòü ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) îò òî÷êè 

O (0; 0) âäîëü îñè îðäèíàò â 
1

k
 ðàç.

x

y         1y = —x2
        2

0 2–2

1

y � |f(x)|

x

y y = x2 – 1

0 1–1
–1

×àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè y � f(x) â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè 
è íà îñè Ox îñòàâèòü áåç èçìåíåíèé, à âìåñòî ÷àñòè ãðàôèêà 
â íèæíåé ïîëóïëîñêîñòè ïîñòðîèòü å¸ ñèììåòðè÷íîå 
îòîáðàæåíèå îòíîñèòåëüíî îñè Ox.

   
x

y y = |x2 – 1|

0 1–1

y � f(|x|)

x

y

0 2
–1

y = x2 – 2x

×àñòü ãðàôèêà ôóíêöèè y � f(x) â ïðàâîé ïîëóïëîñêîñòè 
è íà îñè îðäèíàò îñòàâèòü áåç èçìåíåíèé, à âìåñòî ÷àñòè 
â ëåâîé ïîëóïëîñêîñòè ïîñòðîèòü ñèììåòðè÷íóþ ïðàâîé 
÷àñòè îòíîñèòåëüíî îñè Oy.

x

y

0
2–2

1

–1

–1

y = x2 – 2|x|

y � |f(|x|)|

x

y

0 2

1

–1

y = x2 – 2x

Èñïîëüçîâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî ïîñòðîåíèå ãðàôèêîâ 
ôóíêöèé y � f(|x|) è y � |f(x)|.

x

y

0 21–2

1

–1

y = |x2 – 2|x||
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Схематически изобразите графики функций:

à) y x= +5 3  â) y x� sin2

O

y

x

 

O

y

x

á) y x= −( )3 2 2
 ã) y x� lg

O

y

x

 

O

y

x

Ответы на тестовые задания к неделе 16
1 — 5. 2 — �7. 3 — 5. 4 — 3. 5 — 0,5. 6 — 0,2. 7 — 4. 8 — 2.
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НЕДЕЛЯ 17 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
3.2. Элементарное исследование функций

3.2.1. Монотонность функции. Промежутки возрастания и убы-
вания

3.2.2. Чётность и нечётность функции
3.2.3. Периодичность функции
3.2.4. Ограниченность функции
3.2.5. Точки экстремума (локального максимума и минимума) 

функции
3.2.6. Наибольшее и наименьшее значения функции

Непрерывность функции
Ôóíêöèÿ y = f(x) íàçûâàåòñÿ íåïðåðûâíîé â òî÷êå õ = à, åñëè ñóùåñòâóåò ïðåäåë ôóíê-

öèè â ýòîé òî÷êå è îí ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ò. å. lim ( ) ( )
x a

f x f a
→

= .

y

0
2 4 x

–2–4

2

–2

y � f(x)

Ôóíêöèÿ y � f(x) â òî÷êå õ � à íåïðåðûâíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿþòñÿ 
óñëîâèÿ:

1) ôóíêöèÿ y � f(x) îïðåäåëåíà â òî÷êå õ � à, ò. å. ñóùåñòâóåò f(a);
2) ñóùåñòâóåò lim ( );

x a
f x

5
3) ïðåäåë ôóíêöèè â òî÷êå à ðàâåí çíà÷åíèþ ôóíêöèè â ýòîé òî÷êå, ò. å. lim ( ) ( ).

x a
f x f a

→
=

Äðóãèìè ñëîâàìè, ôóíêöèÿ y � f(x) íåïðåðûâíà â òî÷êå õ � à, åñëè äëÿ ëþáîãî ÷èñëà 
D > 0 ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî E > 0, ÷òî äëÿ âñåõ õ, òàêèõ, ÷òî |x � a| < E, âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî |f(x) � f(a)| < D. Èíûìè ñëîâàìè, ïðè íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè àðãóìåíòà çíà÷åíèå 
ôóíêöèè òàêæå èçìåíÿåòñÿ íåçíà÷èòåëüíî.

Åñëè ôóíêöèÿ y � f(x) íåïðåðûâíà â êàæäîé òî÷êå íåêîòîðîãî ïðîìåæóòêà, òî å¸ íàçû-
âàþò íåïðåðûâíîé íà äàííîì ïðîìåæóòêå. Ñïðàâåäëèâà òåîðåìà:

Åñëè f(x) è g(x) ÿâëÿþòñÿ íåïðåðûâíûìè â òî÷êå õ � à, òî â ýòîé òî÷êå íåïðåðûâíû 

ôóíêöèè f(x) ± g(x), f(x) � g(x), 
f x
g x
( )

( )
,  åñëè g(x) � 0.

Èñõîäÿ èç ýòîãî, ìîæíî óòâåðæäàòü:
à) ìíîãî÷ëåí y � a0 � a1x � a2x

2 � … � anx
n — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ â ëþáîé òî÷êå;

á) äðîáíî-ðàöèîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ y
a a x a x

b b x b x
n

n

m
m

=
+ + +
+ + +

0 1

0 1

...

...
 íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå ÷èñ-

ëîâîé îñè, êðîìå òåõ òî÷åê, â êîòîðûõ çíàìåíàòåëü ðàâåí íóëþ;

â) ôóíêöèè y � sin x, y � cos x, y � tg x, y � ctg x, y � ax, y � loga x, y xn� ,  y � arcsin 
x, y � arccos x, y � arctg x, y � arcctg x, y � |x| íåïðåðûâíû âî âñåõ òî÷êàõ îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ.
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Ïðèìåð. Èññëåäóéòå íà íåïðåðûâíîñòü ôóíêöèþ: 

y
x

x
=

−
cos

.
2 1

 

Ðåøåíèå. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ñóùåñòâóåò âñþäó, êðî-
ìå õ � ±1. Ôóíêöèè y � cos x, y � x2 � 1 íåïðåðûâíû 
â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, è ôóíêöèÿ y � x2 � 1 
âñþäó îòëè÷íà îò íóëÿ, êðîìå õ � ±1. Ïîýòîìó ïî òåî-
ðåìå î íåïðåðûâíîñòè ÷àñòíîãî äàííàÿ ôóíêöèÿ íåïðå-
ðûâíà â êàæäîé òî÷êå ÷èñëîâîé ïðÿìîé, êðîìå òî÷åê 
õ � ±1, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íåïðåðûâíà íà ìíîæåñòâå 
(�@; �1) ! (�1; 1) ! (1; �@).

Îòâåò: ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà, åñëè õ � (�@; �1) !��
!�(�1; 1) ! (1; �@).

Периодичность функции
Ôóíêöèÿ y � f(x)� íàçûâàåòñÿ ïåðèîäè÷åñêîé, åñëè 

ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî T � 0, ÷òî ïðè ëþáîì x èç îá-
ëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ÷èñëà (x � T)�è (x���T)�òàê-
æå ïðèíàäëåæàò ýòîé îáëàñòè è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî 
f(x���T) � f(x � T) � f(x). ×èñëî T â ýòîì ñëó÷àå íàçûâà-
åòñÿ ïåðèîäîì ôóíêöèè f(x).

Âñÿêàÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ èìååò áåñêîíå÷íîå 
ìíîæåñòâî ïåðèîäîâ, òàê êàê åñëè T — ïåðèîä ôóíê-
öèè y � f(x), òî è ÷èñëî âèäà kT — ïåðèîä ôóíêöèè 
(k � Z , õ ��0). Íà ïðàêòèêå, ãîâîðÿ î ïåðèîäå, íåðåäêî 
èìåþò â âèäó íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïåðèîä (åñëè 
òàêîâîé ñóùåñòâóåò). 

Ïðèìåð.  Íàéäèòå íàèìåíüøèé ïîëîæèòåëüíûé ïå-
ðèîä ôóíêöèè:

à) y
x= +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
+sin ;

2
2 3  á) y � sin (3x � 1) � 1.

Ðåøåíèå. 

à) T = = ⋅ =2
1

2

2 2 4
π π π; á) T = 2

3

π
.

Îòâåò: à) 4�; á) 
2

3

π
.

Чётность (нечётность) функции
Ôóíêöèÿ y � f(x)�íàçûâàåòñÿ ÷¸òíîé, åñëè äëÿ ëþ-

áûõ x è (�x)�èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî f(�x) � f(x).

Ôóíêöèÿ y � f(x)�íàçûâàåòñÿ íå÷¸òíîé, åñëè äëÿ ëþ-
áûõ x è (�x)�èç îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè âûïîëíÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâî f(�x) � �f(x). 
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

1. Функцию f x x x x( ) = + − +3 22 2  
представьте в виде 

f x g x p x( ) = ( )+ ( ) ,  где g x( )  — чёт-

ная функция, p x( )  — нечётная. 
В ответ запишите значение выраже-
ния g p−( )+ ( )1 2 2 .

 

2. Найдите ctg ,− °( )585  пользуясь 
периодичностью, чётностью или 
нечётностью функции.

 

3. Найдите наименьший положитель-
ный период функции f x x( ) = tg .2π

 

4. Пользуясь периодичностью, чёт-
ностью или нечётностью функции, 

найдите sin .−⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

21
2
π

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

17



Åñëè ôóíêöèÿ y � f(x)�òàêîâà, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îä-
íîé ïàðû çíà÷åíèé x è (�x)�îêàçàëîñü, ÷òî f(�x)�� �f(x), 
è õîòÿ áû äëÿ îäíîé ïàðû çíà÷åíèé x è (�x)�îêàçàëîñü, 
÷òî f(�x)���f(x), òî ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé îáùå-
ãî âèäà.

Èç îïðåäåëåíèÿ ÷¸òíûõ è íå÷¸òíûõ ôóíêöèé ñëå-
äóåò, ÷òî îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ D(f)� êàê ÷¸òíîé, òàê 
è íå÷¸òíîé ôóíêöèè ñèììåòðè÷íà îòíîñèòåëüíî íà÷àëà 
êîîðäèíàò, ò. å. åñëè x � D(f)�� (�x)�� D(f).

Åñëè ôóíêöèÿ y � f(x)�ÿâëÿåòñÿ ÷¸òíîé, òî å¸ ãðàôèê 
ñèììåòðè÷åí îòíîñèòåëüíî îñè îðäèíàò. Åñëè ôóíêöèÿ 
y � f(x)�ÿâëÿåòñÿ íå÷¸òíîé, òî å¸ ãðàôèê ñèììåòðè÷åí 
îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ïðèìåð. Èññëåäóéòå ôóíêöèè íà ÷¸òíîñòü (íå÷¸ò-
íîñòü):
à) y � sin x � x; á) y � x2 cos x; â) y � tg x � x2.

Ðåøåíèå.
à) Ïîñêîëüêó y(�x) � sin (�x) � x � �sin x � x ���
� �(sin x � x) � �y(x), òî y � sin x � x — íå÷¸òíàÿ 
ôóíêöèÿ.

á) Ïîñêîëüêó y(�x) � (�x)2 cos (�x) � x2 cos x � y(x) òî 
y � x2cos x — ÷¸òíàÿ ôóíêöèÿ.

â) Ïîñêîëüêó y(�x) � tg(�x) � (�x)2 � –tg x + x2 ��y(x) 
è y(�x) � �y(x), òî ôóíêöèÿ y � tg x � x2 — ôóíêöèÿ 
îáùåãî âèäà (íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ).

Возрастание (убывание) функции
Ôóíêöèÿ y � f(x)�íàçûâàåòñÿ âîçðàñòàþùåé íà äàí-

íîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå X, åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ 
àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 
f(x), ò. å. äëÿ ëþáûõ x1, x2 � X èç x2���x1 � f(x2)���f(x1).

y

0 x

y � f(x)

x1 x2

f(x1)

f(x2)

Ôóíêöèÿ y � f(x)�íàçûâàåòñÿ óáûâàþùåé íà äàí-
íîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóòêå X, åñëè áîëüøåìó çíà÷åíèþ 
àðãóìåíòà ñîîòâåòñòâóåò ìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè 
f(x), ò. å. äëÿ ëþáûõ x1, x2 � X èç x2���x1 ��f(x2)�	�f(x1).

y

0 xx1 x2

f(x1)
f(x2)
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

5. Определите точку максимума функ-
ции y x x= − + −2 8 92 .

 

6. Найдите наибольшее значение 
функции y x x= −cos cos .2

 

7. Определите стороны a и b прямо-
угольника с периметром 20 см, име-
ющего наибольшую площадь. В от-
вет запишите a � b.

 

8. Найдите наименьшее значение 
функции y x x= +cos cos .2

 

9. При каком значении x функция 
y x x= − +2 4 62  принимает наи-

меньшее значение?

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Ôóíêöèÿ, òîëüêî âîçðàñòàþùàÿ èëè òîëüêî óáûâàþùàÿ íà äàííîì ÷èñëîâîì ïðîìåæóò-
êå, íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé íà ýòîì ïðîìåæóòêå.
Ôóíêöèÿ y � x2 íå ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, åñëè ïðè x � (�@; 0]�
îíà ÿâëÿåòñÿ óáûâàþùåé, à ïðè x � [0; �@)�ÿâëÿåòñÿ âîçðàñòàþùåé.

y

0 x

Экстремумы функции 
Òî÷êà x���x0 — òî÷êà ìàêñèìóìà, åñëè ó ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðåñòíîñòü, äëÿ âñåõ 

òî÷åê êîòîðîé (êðîìå ñàìîé òî÷êè x0) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x0)���f(x).

Òî÷êà x���x0 — òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè ó ýòîé òî÷êè ñóùåñòâóåò îêðå ñòíîñòü, äëÿ âñåõ òî÷åê 
êîòîðîé (êðîìå ñàìîé òî÷êè x0), âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:

f(x0)�	�f(x).

Òî÷êè ìèíèìóìà è ìàêñèìóìà ôóíêöèè îáúåäèíÿþò îáùèì òåðìèíîì — òî÷êè ýêñòðå-
ìóìà (îò ëàòèíñêîãî ñëîâà extremum — «êðàéíèé»).

 

y

0 x0 x

f(x0) > f(x)

 

y

0

x0

x

f(x0) < f(x)

x0 — òî÷êà 
ìàêñèìóìà

x0 — òî÷êà 
ìèíèìóìà

òî÷êè 
ýêñòðåìóìà

f(x0) — ìàêñèìóì 
ôóíêöèè

f(x0) — ìèíèìóì 
ôóíêöèè

ýêñòðåìóìû 
ôóíêöèè

Åñëè ôóíêöèÿ y � f(x) âîçðàñòàåò (óáûâàåò) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå (x0 � E; x0] è óáû-
âàåò (âîçðàñòàåò) íà íåêîòîðîì ïðîìåæóòêå [x0; x0 � E), òî òî÷êà õ0 ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìàêñè-
ìóìà (ìèíèìóìà) ôóíêöèè f(x).

Ïðèìåð. Íàéäèòå òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ýêñòðåìóìû ôóíêöèè: y � x4 – 2x2. 
Ðåøåíèå. Ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (�@; �1] è [0; 1].
Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [�1; 0] è [1; �@).
Òàêèì îáðàçîì, òî÷êè õ � �1, õ � 1 ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ìèíèìóìà, à òî÷êà õ � 0 — òî÷êîé 

ìàêñèìóìà. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì ýêñòðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ ðàâíû –1; 1 è 0.
Îòâåò: òî÷êè ýêñòðåìóìîâ –1, 0, 1; ýêñòðåìóìû ôóíêöèè –1, 0, 1.
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Наибольшее (наименьшее) значение функции
×òîáû íàéòè íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå íåïðåðûâíîé íà îòðåçêå [ab] ôóíêöèè 

y � f(x), èìåþùåé êîíå÷íîå ÷èñëî ìàêñèìóìîâ (ìèíèìóìîâ), íóæíî âû÷èñëèòü çíà÷åíèå 
ôóíêöèè â êàæäîé òî÷êå ìàêñèìóìà (ìèíèìóìà) è íà êîíöàõ îòðåçêà è èç ïîëó÷åííûõ 
÷èñåë âûáðàòü íàèáîëüøåå (íàèìåíüøåå).

Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè f(x) íà îòðåçêå [a; b] ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü ÷åðåç max ( ),
[ ; ]x a b

f x
6

 
à íàè ìåíüøåå — ÷åðåç min ( ).

[ ; ]x a b
f x

6
 

Ïðèìåð. Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè:
à) f(x) � x2 � 4x � 6, åñëè x � [0; 3]; á) f(x) � 2x � x2 � 2, åñëè x � [0; 3].
Ðåøåíèå.

à) Ôóíêöèÿ f(x) � x2 � 4x � 6 èìååò òî÷êó ìèíèìóìà x0
4

2
2� � .  

Ïîñêîëüêó f(2) � 22 � 2 � 4 � 6 � 2, f(0) � 02 � 4 � 0 � 6 � 6, f(3) � 32 � 4 � 3 � 6 ��

� 15 � 12 � 3, òî max ( ) ( ) ,
[ ; ]x

f x f
∈

= =
0 3

0 6  min ( ) ( ) .
[ ; ]x

f x f
∈

= =
0 3

2 2

á) Ôóíêöèÿ f(x) � 2x � x2 � 2 èìååò òî÷êó ìàêñèìóìà x0
2

2
1= −

−
= .  

Ïîñêîëüêó f(1) � 2 � 1 � 12 � 3, f(0) � 2 � 0 – 02 � 2 � 2, f(3) � 2 � 3 � 32 � 2 � 8 � 9 � �1, 

òî max ( ) ( ) ,
[ ; ]x

f x f
∈

= =
0 3

1 3  min ( ) ( ) .
[ ; ]x

f x f
∈

= = −
0 3

3 1

Ограниченность функции
Ôóíêöèÿ y � f(x)�íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ D(f), åñëè ñó-

ùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî C � 0, ÷òî |f(x)|���C äëÿ êàæäîé òî÷êè x � D(f).
Ôóíêöèÿ y � f(x)�íàçûâàåòñÿ îãðàíè÷åííîé, åñëè å¸ îáëàñòü çíà÷åíèé îãðàíè÷åíà, ò. å. 

åñëè âñå å¸ çíà÷åíèÿ ëåæàò íà êàêîì-íèáóäü êîíå÷íîì ïðîìåæóòêå. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 
ôóíêöèþ íàçûâàþò íåîãðàíè÷åííîé.

Ôóíêöèÿ, îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâå X F D (f), ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííîé íà âñåé 

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. Íàïðèìåð, ôóíêöèÿ y
x

� 1
 îãðàíè÷åíà ïðè x∈⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

1
10

10; ,  íî íà âñåé îá-

ëàñòè îïðåäåëåíèÿ îíà ÿâëÿåòñÿ íåîãðàíè÷åííîé.

Ограниченность тригонометрической функции
Ôóíêöèè y � sin x è y � cos x îãðàíè÷åíû íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ: �1 � sin x � 1, 

�1 � cos x � 1.
Ôóíêöèè y � tg x è y � ctg x íå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åííûìè íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.

Ïðèìåð.  Äîêàæèòå, ÷òî ôóíêöèÿ y � 3 cos 3x � 4 sin 3x îãðàíè÷åíà.
Ðåøåíèå. Òàê êàê ïðè êàæäîì x � R ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:
3 cos 3x � 4 sin 3x � 3 � 1 � 4 � 1 � 7; 3 cos 3x � 4 sin 3x � 3 � (�1) � 4 � (�1) � �7,
òî ôóíêöèÿ 5 cos 3x � 2 sin 3x îãðàíè÷åíà.
Îöåíêè î÷åíü ãðóáûå, çíà÷åíèé 7 è �7 äàííàÿ ôóíêöèÿ íå äîñòèãàåò.
Ìîæíî ïðåäëîæèòü áîëåå òî÷íûå îöåíêè:

3 3 4 3 3 4
3

3 4
3

4

3 4
32 2

2 2 2 2
cos sin cos sinx x x x+ = + ⋅

+
+

+

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =
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= +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= + = +5

3

5
3

4

5
3 5 3 3 5 3sin sin (sin cos cos sin ) sin( ).x x x x xα α α  

Òàê êàê �5 � 5 sin (� � 3x) � 5, òî �5 � y � 5.

Сохранение знака функции
×èñëîâûå ïðîìåæóòêè, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ñîõðàíÿåò ñâîé çíàê (ò. å. îñòàåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíîé èëè îòðèöàòåëüíîé), íàçûâàþòñÿ ïðîìåæóòêàìè çíàêîïîñòîÿíñòâà  ôóíêöèè. 
Íàïðèìåð, äëÿ ôóíêöèè y���x, y���0 ïðè x���0 è y�	�0 ïðè x�	�0 .
ßñíî, ÷òî çíà÷åíèÿ àðãóìåíòà, ïðè êîòîðûõ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â íóëü, — ýòî àáñöèññû 

òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ôóíêöèè ñ îñüþ Îõ; ýòè òî÷êè íàçûâàþò íóëÿìè ôóíêöèè.
Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîìåæóòêîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ ïîëîæèòåëüíàÿ (îòðèöàòåëüíàÿ), 

äîñòàòî÷íî ðåøèòü íåðàâåíñòâî: f(x) > 0 (f(x) < 0).

Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà ôóíêöèè: y
x� tg
2

.  

Ðåøåíèå. Ïóñòü 
x

t
2
� ,  òîãäà y � tg t è ïî ñâîéñòâàì ôóíêöèè y � tg t èìååì:

à) y > 0, åñëè π π πn t n n< < + ∈
2

, ,Ζ  òîãäà π π πn
x

n< < +
2 2

,  n ∈ ,Ζ  îòñþäà 

2�n < x < � � 2�n, n � Z.

á) y < 0, åñëè − + < < ∈π π π
2

n t n n, ,Ζ  òîãäà − + < <π π π
2 2

n
x

n,  ∈n ,Ζ îòñþäà 

�� � 2�n < x < 2�n, n � Z. 

Îòâåò: y > 0, åñëè 2�n < x < � � 2�n, n � Z;  y < 0, åñëè �� � 2�n < x < 2�n, n � Z.

Сложная функция
Åñëè y ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò u: y � f(u), ãäå u, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé îò 
àðãóìåíòà x, òî åñòü u � g(x), òî y íàçûâàþò ñëîæíîé ôóíêöèåé îò x.

y � f(g(x))

Чтение графика функции

Ýòàï Ãðàôèê

Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ: D(f) � [a; b] y

x0a b

y = f(x)

Îáëàñòü çíà÷åíèé:
E(f) � [c; d]

y
d

c

x0

y = f(x)

Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà:
y � 0, åñëè x���(x1; x2);
y 	 0, åñëè x���(x2; x3)

y

x
0

+

–

y = f(x)y > 0

y < 0
x3x2x1
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Ýòàï Ãðàôèê

Íóëè ôóíêöèè:
x1, x2, x3, x4

y

xx4x3x2x1 0

y = f(x)

Îðäèíàòà òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Oy:
y � a x

y = f(x)

y
a

0

Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè:
y #, åñëè x���[a; x1];
y ", åñëè x���[x1; b]

y

x0

y = f(x)

x2
x1

b
a

Òî÷êè ìàêñèìóìà è ìèíèìóìà (ìàêñèìóì è ìèíèìóì 
ôóíêöèè):
x1 — òî÷êà ìàêñèìóìà,
x2 — òî÷êà ìèíèìóìà,
y1 — ìàêñèìóì,
y2 — ìèíèìóì

x

y2

y1

x1

x2

y

0

Íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè:
max f(x) � f(b) � d,
[ab]

min f(x) � f(x2) � c
[ab] x

c

a

d

x2
b

y

0
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Схематически изобразите:

à) âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ â) óáûâàþùóþ ôóíêöèþ

O

y

x

 

O

y

x

á) ìàêñèìóì ôóíêöèè ã) ìèíèìóì ôóíêöèè

O

y

x

 

O

y

x

Ответы на тестовые задания к неделе 17
1 — 16. 2 — �1. 3 — 0,5. 4 — �1. 5 — 2. 6 — 2. 7 — 25. 8 — –1,125. 9 — 1.
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НЕДЕЛЯ 18 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
3.3. Основные элементарные функции

3.3.1. Линейная функция, её график
3.3.2. Функция, описывающая обратную пропорциональную 

зависимость, её график
3.3.3. Квадратичная функция, её график
3.3.4. Степенная функция с натуральным показателем, 

её  график

ОБЗОР ОСНОВНЫХ ФУНКЦИЙ

Линейная функция y = kx + b, k � R, b � R

y

x
0

y = kx + b;
b = 0, k < 0

y = kx + b;
b = 0, k > 0

�1

�2

y

b

x0

y = kx + b;
b � 0, k > 0

y = kx + b;
b � 0, k < 0

�
1�

2

1. D(y) � R.
2. E(y) � R, åñëè k � 0; E(y) � {b}, åñëè k � 0.
3. Åñëè k � 0, b � 0, òî ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ; 

åñëè k � 0, b � 0, òî ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ; åñëè b � 0, k � 0, òî 
ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ; åñëè k � 0, b � 0, òî ôóíêöèÿ è ÷¸òíàÿ, 
è íå÷¸òíàÿ.

4. Åñëè k � 0, òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò; åñëè k 	 0, òî ôóíêöèÿ 
óáûâàåò; åñëè k � 0, òî ôóíêöèÿ ïîñòîÿííàÿ.

5. k � tg �, � — óãîë íàêëîíà ïðÿìîé y � kx � b ê îñè Ox 
(óãîë îòñ÷èòûâàåòñÿ îò ïîëîæèòåëüíîãî íàïðàâëåíèÿ 
îñè Ox ïðîòèâ õîäà ÷àñîâîé ñòðåëêè).

Функция y = |x| 

1. D(|x|) � R.
2. E(|x|) � [0; � /).
3. Ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ: |�x| � |x|. 
4. Íîëü ôóíêöèè: x � 0.
5.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà y � 0 äëÿ x���R/{0}.
6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: 
  ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x���[0; � /);
 ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x���(�/; 0].
7. Ýêñòðåìóìû:
 ymin � y (0) � 0
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Квадратичная функция y = ax2 + bx + c, a ≠ 0
1. D(y) � R.
2.  E(y) � [y0; � /), åñëè a � 0, E(y) � (�/; y0], åñëè a 	 0, ãäå

y ax bx c0 0
2

0= + + ,  x
b
a0 2

= − .

3.  Åñëè b � 0, òî ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ; åñëè b � 0, òî ôóíêöèÿ 
íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.

4.  Åñëè a � 0, òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x���[x0; � /), 
óáûâàåò ïðè x���(�/; x0];  
åñëè a 	 0, òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x���(�/; x0], 

óáûâàåò ïðè x���[x0; � /), ãäå x
b
a0 2

= − .

5.  x
b
a0 2

= −  — òî÷êà ìèíèìóìà, åñëè a � 0; x
b
a0 2

= −  — 

òî÷êà ìàêñèìóìà, åñëè a 	 0.

a � 0 a 	 0

D 	 0

x

y

0 x
0

y
0

x

y

0
x

0

y
0

D � 0

x

y

0x
0

x

y

0

x
0

D � 0 x

y

0

x
0

x
2

x
1

y
0 x

y

0 x
0

x
2

x
1

y
0

Функция y = a x2n, n � N 
1. D(y) � R.
2. E(y) � [0; � /), åñëè a � 0,  E(y) � (�/; 0], åñëè a 	 0.
3. Ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ: a (�x)2n � ax2n.
4. Íîëü ôóíêöèè: x � 0.
5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: 
 ax2n � 0 äëÿ x���R, åñëè a � 0; 
 ax2n � 0 äëÿ x���R, åñëè a 	 0.
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1. Определите абсциссу точки пересе-

чения графика y
x

= −
+

−
5
1

2  с осью 
Ox.

 

2. В цилиндре под поршнем при посто-
янной температуре находится газ. 
Объём V (литров) газа вычисляется 

по формуле V
p

�
6
,  где p — давле-

ние (в атмосферах). Найдите объём, 
занимаемый газом при давлении 
12 атм.

 

3. Определите ординату точки пересе-

чения графика y
x

= −
+

−
5
1

2  с осью 

ординат.
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6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: åñëè a � 0, òî ôóíêöèÿ 
óáûâàåò äëÿ x���(�/; 0] è âîçðàñòàåò äëÿ x���[0; � /);

 åñëè a 	 0, òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò äëÿ x���(�/; 0] 
è óáûâàåò äëÿ x���[0; � /).

7. Ýêñòðåìóìû: 
 åñëè a � 0, òî x � 0 — òî÷êà ìèíèìóìà;
 åñëè a 	 0, òî x � 0 — òî÷êà ìàêñèìóìà.

  
 y � ax2n, a � 0  y � ax2n, a 	 0

Функция y = a x2n+1, n � N 
1. D(y) � R.
2. E(y) � R.
3. Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ: a (�x)2n�� 1� ��ax2n � 1.
4. Íîëü ôóíêöèè: x � 0.
5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: åñëè a � 0, òî y 	 0 

äëÿ x���(�/; 0) è y � 0 äëÿ x���(0; � /); åñëè a 	 0, 
òî y 	 0 äëÿ x���(0; � /) è y � 0 äëÿ x���(�/; 0).

6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: åñëè a � 0, òî ôóíêöèÿ 
âîçðàñòàåò äëÿ x���R; åñëè a 	 0, òî ôóíêöèÿ óáûâàåò 
äëÿ x���R.

7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

 

x

y

0
1

–1

y = ax2n + 1

a < 0

 

x

y

0
1

1

y = ax2n + 1

a > 0

 a 	 0  a � 0

156

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 1

8.
 Ф

ун
кц

ии

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

4. Найдите ординату вершины парабо-
лы y x x= + +2 4 1.

 

5. Найдите ординату точки пересе-

чения параболы y x x= − + −1
3

2 32  

с осью Oy.

 

6. Пользуясь графиком функции y x� 12 ,  
выясните, сколько решений имеет 
уравнение x12 3� .

 

7. Функция задана формулой f x x( ) .� 2 3   
Вычислите значение разности 
 f f2 3 1( ) − ( ).
 

8. Функция задана формулой   

 f x x( ) .= +( ) −1 83   
Не выполняя построения графика, 
найдите абсциссу точки пересече-
ния графика с осью Ox.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Функции y = 2n
√x, n � N Функция y = 2n+1

√x, n � N

1. D(y) � [0; � /).
2. E(y) � [0; � /).
3. Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.
4. Íîëü ôóíêöèè: x � 0.
5.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: y � 0 

äëÿ x���(0; � /).
6.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ 

âîçðàñòàåò äëÿ x���[0; � /).
7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

1. D(y) � R.
2. E(y) � R.

3. Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ − = −+ +x xn n2 1 2 1 .
4. Íîëü ôóíêöèè: x � 0.
5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà:
 y � 0 äëÿ x���(0; � /);
 y 	 0 äëÿ x���(�/; 0).
6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ 

âîçðàñòàåò äëÿ x���R.
7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

x

y

0

4

1

1

Функция y
k

x n
=

2
, n � N Функция y = +

k

x n2 1
, n � N

1. D(y) 
 x � 0.
2. E(y) � (0; � /), åñëè k � 0, E(y) � (�/; 0), 

åñëè k 	 0.
3.  Ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ: k

x

k

xn n( )−
=

2 2
.

4. Íóëåé ôóíêöèÿ íå èìååò.
5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòî ÿíñòâà:
 åñëè k � 0, òî y � 0 äëÿ  

x���(�/; 0) � (0; � /);  
åñëè k 	 0, òî y 	 0 äëÿ 
x���(�/; 0) � (0; � /).

6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííî ñ òè: åñëè k � 0, 
òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x���(�/; 0) 
è óáûâàåò ïðè x���(0; � /); åñëè k 	 0, 
òî ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x���(�/; 0) 
è âîçðàñòàåò ïðè x���(0; � /).

7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

1. D(y): x � 0.
2. E(y): y � 0.
3.  Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ: 

k

x

k

xn n( )
.

−
= −+ +2 1 2 1

4.  Íóëåé ôóíêöèÿ íå èìååò.
5.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: åñëè 

k  � 0, òî y 	 0 äëÿ x���(�/; 0) è y � 0 
äëÿ x���(0; � /); åñëè k 	 0, òî y 	 0 äëÿ 
x���(0; � /) è y � 0 äëÿ x���(�/; 0).

6.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííî ñ òè: åñëè 
k � 0, òî ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì 
èç ïðîìåæóòêîâ (�/; 0), (0; � /); 
åñëè k 	 0, òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò 
íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (�/; 0), 
(0; � /).

7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

x

y

0 1

k

–1  

xy

0
1–1

k

 k  � 0 k 	 0
 

 k  � 0 k 	 0
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Функция y = x r  
(r — положительная несократимая дробь) 

x

y

0 1

1

y = x
2—
3

y = x
3—
2 y =

 x 1. D(y) � [0; � /).
2. E(y) � [0; � /).
3. Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.
4. Íîëü ôóíêöèè: x � 0.
5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: y � 0 äëÿ x���(0; � /).
6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîí íîñ òè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà âñåé 

îáëàñòè îïðå äåëåíèÿ.
7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

Функция y = x –r  
(r — положительная несократимая дробь)

x

y

0
1

1

y = x–r 1. D(y) � (0; � /).
2. E(y) � (0; � /).
3. Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.
4. Íóëåé ôóíêöèÿ íå èìååò.
5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: y  � 0 äëÿ x���(0; � /).
6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ óáûâàåò íà âñåé 

îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Подпишите графики функций:

O

y

x

  

O

y

x

  

O

y

x

 _____________________   _____________________  _____________________

O

y

x

  

O

y

x

  

O

y

x

 _____________________   _____________________  _____________________

O

y

x

  

O

y

x

  

O

y

x

 _____________________   _____________________  _____________________

Ответы на тестовые задания к неделе 18
1 — –3,5. 2 — 0,5. 3 — �7. 4 — �3. 5 — �3. 6 — 2. 7 — 10. 8 — 1.
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НЕДЕЛЯ 19 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
3.3. Основные элементарные функции

3.3.5. Тригонометрические функции, их графики
3.3.6. Показательная функция, её график
3.3.7. Логарифмическая функция, её график

Функция y = sin x
1. D(sin x) � R.
2. E(sin x)�� [�1; 1].
3.  Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ: sin (�x) � sin x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì 2�: 

sin (x � 2�) � sin x.
5.  Íóëè ôóíêöèè: x � �n, n���Z.
6.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: sin x � 0, åñëè x���(2�n; � � 2�n), n���Z; sin x 	 0, åñëè 

x���(�� � 2�n; 2�n), n���Z.
7.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ 

− + +⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π
π

π
π

2
2

2
2n n; , n���Z; ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ 

π
π

π
π

2
2

3

2
2+ +⎡

⎣⎢
⎤
⎦⎥

n n; , n���Z.

8.  Ýêñòðåìóìû: ymax � 1, åñëè x n= +
π

π
2

2 ,  n���Z; ymin � �1, åñëè x n= − +
π

π
2

2 , n���Z

�

����

��� ���� � ��

�
�

�

�

Функция y = cos x
1.  D(cos x) � R.
2.  E(cos x)�� [�1; 1].
3.  Ôóíêöèÿ ÷¸òíàÿ: cos (�x) � cos x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì 2�: 

cos (x � 2�) � sin x.

5.  Íóëè ôóíêöèè: x n= +
π

π
2

, n���Z.

6.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: 

cos x � 0, åñëè x��� − + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

π
π

2
2

2
2n n; , n���Z, cos x 	 0, åñëè x���

π
π

π
π

2
2

3

2
2+ +⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟n n; , n���Z.
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7.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò 
íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ [�� � 2�n; 2�n], n���Z; 
ôóíêöèÿ óáûâàåò íà êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ 
[2�n; � � 2�n], n���Z.

8.  Ýêñòðåìóìû: ymax � 1, åñëè x � 2�n, n���Z; ymin � �1, 
åñëè x � � � 2�n, n���Z.

�������� � ��� � �

Функция y = tg x

1.  D(tg x): x n≠ +
π

π
2

, n���Z.

2.  E(tg x) � R.
3.  Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ: tg (�x) � �tg x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì 

ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì �: tg (x � �) � tg x.
5.  Íóëè ôóíêöèè: x � �n, n���Z.
6.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà:  

tg x � 0, åñëè x�� π
π

πn n; ,
2
+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  n���Z;  

tg x 	 0, åñëè x��� − +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

π
π π

2
n n; ,  n���Z.

7.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà 

êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ − + +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

π
π

2 2
n n; , n���Z.

8.  Ýêñòðåìóìîâ íåò.

x

y

0

y = tg x

�—
2

����–—
   2

���3�–—
   2

�–�–2�

3�—
2

2�

Функция y = ctg x
1.  D(ctg x) 
 x � �n, n���Z.
2.  E(ctg x) � R.
3.  Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ: ctg (�x) � � ctg x.
4.  Ôóíêöèÿ ïåðèîäè÷åñêàÿ, ñ íàèìåíüøèì 

ïîëîæèòåëüíûì ïåðèîäîì �: ctg (x � �) � ctg x.
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1. Определите наименьшее значение 
функции y x= −2 3 1sin .

 

2. Определите наименьший положи-
тельный период функции 

y x= ( )+3 2 1tg .π

 

3. Найдите ординату точки пересече-
ния графика y x= −7 3  с осью Oy.

 

4. Найдите абсциссу точки пересече-

ния графика функции y
x

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

−1
2

16  

с осью Ox.
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5.  Íóëè ôóíêöèè: x n= +
π

π
2

2 ,  n���Z.

6.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà:  

ctg x � 0, åñëè x��� π
π

πn n; ,
2
+⎛

⎝
⎜

⎞
⎠
⎟  n���Z;  

ctg x 	 0, åñëè x��� − +⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟

π
π π

2
n n; ,  n���Z.

7.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ óáûâàåò íà 
êàæäîì èç ïðîìåæóòêîâ (�n; � � �n), n���Z.

8.  Ýêñòðåìóìîâ íåò.

x

y

0

y = ctg x

�—
2

����–—
   2

���3�–—
   2

�–� 3�—
2

2�

Функция y = arcsin x
1.  D(arcsin x) � [�1; 1].

2.  E(sin x)�� −⎡
⎣⎢

⎤
⎦⎥

π π
2 2

; .

3.  Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ: arcsin (�x) � �arcsin x.

4.  Íîëü ôóíêöèè: x � 0.

5.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: arcsin x � 0, åñëè 
x���(0; 1); arcsin x 	 0, åñëè x���(�1; 0).

6.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò íà 
âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. 

7.  Ýêñòðåìóìîâ íåò.

8.  ymax � y (1) � 
π
2
; ymin � y (�1) � �

π
2
.

x

y
y = arcsin x

–1

–1

1

1 y = sin x

0 �—
2

�—
2

����–—
   2

����–—
   2
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5. На рисунке изображён график функ-

ции y b
x a

= ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

+
+1

5
.  Найдите a и b, 

в ответ запишите a b- .

y

x0 2

2

1

1

6. Найдите абсциссы точек пересече-

ния графика y x x= + −( )logπ
2 2 2  

с осью Ox.
В ответ запишите x x1 2. .

7. Найдите f(3), если f x x( ) = log log .3 3

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Функция y = arccos x

�
�

�

�

1.  D(arccos x) � [�1; 1].

2.  E(cos x)�� [0; �]
3.  Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ: 

arccos (�x) � � � arccos x.

4.  Íîëü ôóíêöèè: x � 1.

5.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: arccos x � 0, 
åñëè x���[�1; 1). 

6.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ óáûâàåò 
íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. 

7.  Ýêñòðåìóìîâ íåò. 

8.  ymax � y (�1) � �, ymin � y (1) � 0.

Функция y = arctg x

�

�

����

����

1.  D(arctg x) � R.

2.  E(arctg x)�� −⎛⎝⎜
⎞
⎠⎟

π π
2 2

; .

3.  Ôóíêöèÿ íå÷¸òíàÿ: arctg (�x) � �arctg x.

4.  Íîëü ôóíêöèè: x � 0.

5.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: arctg x � 0, 
åñëè x���(0; � /); arctg x 	 0, åñëè x���(�/; 0).

6.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ 
âîçðàñòàåò íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. 

7.  Ýêñòðåìóìîâ íåò.

Функция y = arcctg x

�

�

1.  D(arcctg x) � R.

2.  E(arcctg x) � (0; �).
3.  Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ: 

arcctg (�x) � � � arcctg x.

4.  Íóëåé ôóíêöèÿ íå èìååò.

5.  Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: arcctg x � 0, 
åñëè x���R.

6.  Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: ôóíêöèÿ óáûâàåò 
íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ. 

7.  Ýêñòðåìóìîâ íåò.
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Показательная функция y = a x (a > 0, a ≠ 1)
1. D(ax) � R.

2. E(ax) � (0; � /).

3. Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.

4. Íóëåé ôóíêöèÿ íå èìååò.

5. Ïðîìåæóòêè çíàêî ïîñòîÿíñ òâà: ax � 0 äëÿ x���R.

6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: åñëè a � 1, òî ôóíê öèÿ âîçðàñòàåò ïðè x���R; åñëè 0 	 a 	 1, 
òî ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x���R.

7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

x

y

0

1 y = ax

0 < a < 1

x

y

0

1
y = ax

a > 1

Логарифмическая функция y = logax (a > 0, a ≠ 1)
1. D(loga x) � (0; � /).

2. E(loga x) � R.

3. Ôóíêöèÿ íè ÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ.

4. Íîëü ôóíêöèè: x � 1.

5. Ïðîìåæóòêè çíàêîïîñòîÿíñòâà: åñëè a � 1, òî y  � 0 ïðè x���(1; � /), y 	 0 ïðè x���(0; 1); 
åñëè 0 	 a 	 1, òî y � 0 ïðè x���(0; 1), y 	 0 ïðè (1; � /).

6. Ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè: åñëè a � 1, òî ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò ïðè x���(0; � /); åñëè 
0 	 a 	 1, òî ôóíêöèÿ óáûâàåò ïðè x���(0; � /).

7. Ýêñòðåìóìîâ íåò.

y

0
1

y = logax

a > 1

x

y

0 1
y = logax

0 < a < 1
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Подпишите графики функций:

x

y

0

 

x

y

0

 ___________________________________   __________________________________

x

y

0

 

x

y

 ___________________________________   __________________________________

 x

y

0  

y

0
1

y = logax

 ___________________________________   __________________________________

Ответы на тестовые задания к неделе 19
1 — �3. 2 — 0,5. 3 — �2. 4 — �4. 5 — �2. 6 — �2. 7 — 0.
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НЕДЕЛЯ 20 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
4.1. Производная

4.1.1. Понятие о производной функции, геометрический смысл 
производной

4.1.2. Физический смысл производной, нахождение скорости 
для процесса, заданного формулой или графиком

4.1.3. Уравнение касательной к графику функции
4.1.4. Производные суммы, разности, произведения, частного
4.1.5. Производные основных элементарных функций

НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА

ПРОИЗВОДНАЯ ФУНКЦИИ

Приращение аргумента и функ ции
Gx���x1���x0 — ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà â òî÷êå x0; 
x1���x0���Gx — íà÷àëüíîå çíà÷åíèå àðãóìåíòà x0 ïî-

ëó÷èëî ïðèðàùåíèå Gx;
Gy���Gf(x)���f(x1)���f(x0) — ïðèðàùåíèå ôóíêöèè 

â òî÷êå x0;
Gy���f(x0���Gx)���f(x0).

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå ïðèðàùåíèå f(x)���2x2���3x���5 
â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå.

Ðåøåíèå. 1) x���x0; f x x x( ) .0 0
2

02 3 5= + −
2) x���x0���Gx, òîãäà f(x0���Gx)���2(x0���Gx)2���3(x0���Gx)���5���

�2 2 3 3 50
2

0
2

0( ( ) )x x x x x x+ + + + −Δ Δ Δ 2 4 2 3 3 50
2

0
2

0( ) .x x x x x x= + + + + −Δ Δ Δ  

3) Íàéä¸ì ïðèðàùåíèå ôóíêöèè:

Δ Δf x f x x f x( ) ( ) ( )= + − =0 0

Δ Δ Δx x x x x x x( ( ) ) (= + + + + − − +0
2

0
2

0 0
22 4 2 3 3 5 2 3xx0 5− =) Gx(4x0���2Gx���3).

Îòâåò: Gf(x)���Gx(4x0���2Gx���3).

Производная функции f(x)
Ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè y���f(x) â òî÷êå õ íàçûâàåòñÿ ïðåäåë îòíîøåíèÿ ïðèðàùåíèÿ 

ôóíêöèè â òî÷êå õ ê ïðèðàùåíèþ àðãóìåíòà, åñëè ïðèðàùåíèå àðãóìåíòà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ:

′ =
→

y
y

xx
lim

0Δ

Δ
Δ

; ′ = + −
→

y
f x x f x

xx
lim

( ) ( )
0Δ

Δ
.

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì.

x0

f(x0)

f(x0 + 8x)

x1 � x0 + 8x

8y

8x
x

y � f(x)y
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Òàáëèöà ïðîèçâîäíûõ íåêîòîðûõ ôóíêöèé

Ôóíêöèÿ f(x) Ïðîèçâîäíàÿ f�(x)

C (C — const) 0
kx���b k

xn n���xn–1

x,  x���0
1

2 x

1

x
 (x � 0) #

1
2x

1

xn
 (x � 0) − +

n

xn 1

Ïðèìåð 1. Ïî îïðåäåëåíèþ íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ 
ôóíêöèè y���f(x) â òî÷êå x0.

à) f(x)���3x2���5x���1; x0���2; 

á) f x x( ) ;= −7 5  x0���2.
Ðåøåíèå. 
à) Gf���f(x���Gx)���f(x)���((3(x���Gx)2���5(x���Gx)���1)���
��(3x2���5x���1)���6xGx���3(Gx)2��5Gx���Gx(6x���3Gx���5);

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ Δ
Δ

Δ
f
x

f x x f x
x

x x x
x

x x=
+ −

=
+ −

= + −
( ) ( ) ( )

;
6 3 5

6 3 5

′ = = + − = −
→ →

f x
f
x

x x x
x x

( ) lim lim ( ) ;
Δ Δ

Δ
Δ

Δ
0 0

6 3 5 6 5  

f�(x0)���f�(2)���6���2���5���7.

á) Δ Δf x x x= + − − − =7 5 7 5( )  

Δx x x= + − − −7 7 5 7 5;

Δ
Δ

Δ
Δ

Δ
Δ

f
x

f x x f x
x

x x x
x

=
+ −

=
+ − − −( ) ( )

;
7 7 5 7 5

′ =
+ − − −

==
→ →

f x
f
x

x x x
xx x

( ) lim lim
Δ Δ

Δ
Δ

Δ
Δ0 0

7 7 5 7 5

=
+ − − +
+ − + −

=
→

lim
( )Δ

Δ
Δ Δx

x x x

x x x x0

7 7 5 7 5

7 7 5 7 5

+ − + −
=

−→
lim ;
Δ Δx x x x x0

7

7 7 5 7 5

7

2 7 5

′ = ′ =
⋅ −

=f x f( ) ( ) .0 2
7

2 7 2 5

7

6

Îòâåò: à) f�(2)���7; á) 
7

6
.
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1. Прямая y  �  5x – 3 параллельна 
касательной к графику функции 
y  �  x2 + 7x – 12. Найдите абсциссу 
точки касания. 

 

2. На рисунке изображён график 
функции y  �  f(x) и касательная 
к нему в точке x0. Найдите значение 
производ ной функции f(x0) в точ-
ке x0.

–3

–1

610

1

y

x

y � f(x)

 

3. Касательная к графику функции 
y �  x2 – 6x + 9 параллельна прямой 
y  �  2x + 4. Найдите абсциссу точки 
касания. 

 

4. Вращение тела вокруг оси соверша-
ется по закону 

ϕ t t t( ) = − +4 3 22 .

В какой момент времени t его угло-
вая скорость равняется 21 рад/с? 
(� измеряется в радианах, t — в се-
кундах.)

 

5. Тело, масса которого 4 кг, дви-
жется прямолинейно по закону 
s t t t( ) = − +2 2  (s измеряется в мет-

рах, t — в секундах). Найдите кине-
тическую энергию (измеряется в Дж) 

тела mv2

2
 через 11 с после начала 

движения.
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Ïðèìåð 2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: 

à) y � x25; á) y
x

� 1
10

.

Ðåøåíèå. 

a) y� = (x25)� = 25x24; á) ′ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′
= −y

x x

1 10
10 11

.

Геометрический смысл производной
Åñëè ê ãðàôèêó ôóíêöèè y���f(x) â òî÷êå x���a ìîæíî 
ïðîâåñòè êàñàòåëüíóþ, íåïàðàëëåëüíóþ îñè y, òî f�(a) — 
óãëîâîé êîýôôèöèåíò êàñàòåëüíîé:

k���f�(a); f�(a)���tg ��.
y

x

f(x)

�

a

M

Уравнение касательной  
к графику функции y = f(x)

Êàê èçâåñòíî, óðàâíåíèå ïðÿìîé èìååò âèä y���kx���b, 
à â äàííîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó k���f�(a), óðàâíåíèå êàñà-
òåëüíîé â òî÷êå x���a èìååò âèä:

y���f(a)���f�(a)(x���a).

Ïðèìåð 1. Ñîñòàâüòå óðàâíåíèÿ êàñàòåëüíîé ê ãðà-

ôèêó ôóíêöèè f x
x

( ) �
1

 â òî÷êå õ���1.

Ðåøåíèå. 
1. Âû÷èñëèì f(a). f a( ) .� �

1

1
1

2. Íàéä¸ì f�(x) è âû÷èñëèì f�(a): ′ = −f x
x

( ) ;
1
2

′ = ′ = − = −f a f( ) ( ) .1
1

1
1

2
 

3. Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â ôîðìóëó 
y���1���(x���1); y���2���x.

Îòâåò: y���2���x.

Ïðèìåð 2. Ê ïàðàáîëå y���3x2���5x���8 â íåêîòîðîé 
òî÷êå ïðîâåäåíà êàñàòåëüíàÿ ïîä óãëîì 45� ê îñè àáñ-
öèññ. Íàéäèòå òî÷êó êàñàíèÿ.

Ðåøåíèå. M(x0; y0) — òî÷êà êàñàíèÿ. Òî÷êà Ì ïðèíàä-

ëåæèò êðèâîé y���3x2���5x���8, òîãäà y x x0 0
2

03 5 8= − + .

Ïî óñëîâèþ, y�(x0)���tg 45����1. Íî y����6x���5, òîãäà 
6x0���5���1; x0���1; y0���6.

Îòâåò: Ì(1; 6).

168

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 2

0.
 Н

ач
ал

а 
ма

те
ма

ти
че

ск
ог

о 
ан

ал
из

а

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

6. Найдите значение производной 
функции при заданном значении 
аргумента:

y x x= −4 3cos sin ;  x0
3
2

= π
.

 

7. Вычислите площадь треугольника, 
образованного осями координат 
и касательной к графику функции 

f x
x
x

( ) = +
−
3
1

 в точке с абсциссой 

x0 2� .
 

8. Найдите вторую производную 
функции f x x x( ) = − +4 25 7  в точке 
x0 1= − .

 

9. Точка движется по закону 

s t t t( ) = +( )1
2

2 2
.

Найдите ускорение движения точки 
через 1 с после начала движения. 
(Расстояние s измеряется в метрах.)
 

10. Найдите вторую производную 
функции f x x( ) = cos2  и вычислите 
её значение при x = π.
 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Ï ð è ì å ð  3. Ê ãðàôèêó ôóíêöèè y
x

�
3

3
 ïðîâåäèòå êàñàòåëüíóþ òàê, ÷òîáû îíà áûëà 

ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y���4x���7.
Ðåøåíèå. Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà ïðÿìîé y���4x���7, òî óãëîâîé êîýôôèöèåíò ýòîé 

êàñàòåëüíîé k���4.

Íî k���f�(x0). Òîãäà f�(x)���x2 è ′ =f x x( ) ;0 0
2  x0

2 4� ;  x01
2�  èëè x02

2= − .  

Òî åñòü èìåþòñÿ äâå êàñàòåëüíûå, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ çàäà÷è:

1) x0���2, òîãäà f x f( ) ( ) ;0 2
8

3
� �  f�(x0)���f�(2)���4;  y x= + −

8

3
4 2( );  y x= −4

16

3
;

2) x0����2, òîãäà f x f( ) ( ) ;0 2
8

3
= − = −  f�(x0)���f�(�2)���4; y x= − + +

8

3
4 2( );  y x= +4

16

3
.

Îòâåò: y x= −4
16

3
 èëè y x= +4

16

3
.

Ïðèìåð 4. Èç òî÷êè (0; 1) ïðîâåäèòå êàñàòåëüíóþ ê ãðàôèêó 

ôóíêöèè y x� .
Ðåøåíèå. Ïóñòü x���a — àáñöèññà òî÷êè êàñàíèÿ, a���0;

f a a( ) ;�  ′ = ′ =f x x
x

( ) ( ) ;
1

2
 ′ =f x

a
( )

1

2
.

Ïîäñòàâèì íàéäåííûå çíà÷åíèÿ â óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé: 

y a
a

x a= + −
1

2
( ).  

Ïî óñëîâèþ êàñàòåëüíàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó (0; 1). Ïîäñòàâèì â ýòî óðàâíåíèå x���0; 
y���1. Ïîëó÷èì, ÷òî à���4.

Òîãäà óðàâíåíèå êàñàòåëüíîé èìååò âèä: y x= + −4
1

2 4
4( ),  ò. å. y

x
= +

4
1.

Îòâåò: y
x

= +
4

1.

Ïðèìåð 5. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¸í ãðàôèê ôóíêöèè 
è êàñàòåëüíûå ê ãðàôèêó â òî÷êàõ õ1 è õ2. Ïîëüçóÿñü 
ãåîìåòðè÷åñêèì ñìûñëîì ïðîèçâîäíîé, íàéäèòå f�(x1) �� �
� f�(x2).

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó f�(x1) � tg 45� � 1; f�(x2) � tg 0� � 0, 
òî f�(x1) � f�(x2) � 1 � 0 � 1.

Îòâåò: 1.

Ïðèìåð 6. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¸í ãðàôèê ôóíêöèè y � f(x) 
è êàñàòåëüíàÿ ê íåìó â òî÷êå õ0. Íàéäèòå çíà÷åíèå f�(x0).

Ðåøåíèå. ′ = = − = −f x( ) .0
2

2
1tgϕ  

Îòâåò: �1. 

Ïðèìåð 7. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¸í ãðàôèê ïðîèçâîäíîé ôóíê-
öèè y � f(x). Íàéäèòå óãîë íàêëîíà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè 
y � f(x), ïðîâåä¸ííîé â òî÷êå õ � 1.

Ðåøåíèå. tgϕ = ′ = ′ =f x f( ) ( ) ,0 1 3  òîãäà ϕ π= =arctg 3
6

.

Îòâåò: 
π
6

.

y

x

f(x)

a

(0I�1)

0

2

–2
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Физический смысл производной
Ïðîèçâîäíàÿ õàðàêòåðèçóåò ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ ôóíê öèè ïðè èçìåíåíèè àðãóìåíòà. 

Åñëè íåêîòîðûé ïðîöåññ ïðîòåêàåò ïî çàêîíó s���s(t), òî ïðîèçâîäíàÿ s�(t) âûðàæàåò ñêîðîñòü 
ïðîòåêàíèÿ ïðîöåññà â ìîìåíò âðåìåíè t.

Íàïðèìåð, ìãíîâåííàÿ ñêîðîñòü v íåðàâíîìåðíîãî ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ 
ïðîèçâîäíîé îò ôóíêöèè, âûðàæàþùåé çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè s îò âðåìåíè t.

s���s(t) — çàâèñèìîñòü ïðîéäåííîãî ïóòè îò âðåìåíè;
v���s�(t) — ñêîðîñòü ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ;
a���v�(t) — óñêîðåíèå ïðÿìîëèíåéíîãî äâèæåíèÿ.

Ïðèìåð. Ìàòåðèàëüíàÿ òî÷êà äâèæåòñÿ ïî çàêîíó s���4t3���t2���8 (s èçìåðÿåòñÿ â ìåòðàõ, 
t — â ñåêóíäàõ).

Íàéäèòå ñêîðîñòü è óñêîðåíèå â ìîìåíò t���2 ñ.
Ðåøåíèå. 
1. v���s�(t)���12t2���2t — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè â ëþáîé ìîìåíò âðåìåíè t.
2. v(2)���12���22���2���2���48���4���52 (ì/ñ) — ñêîðîñòü äâèæåíèÿ òî÷êè â ìîìåíò t���2 ñ.
3. a���v�(t)���24t���2 — óñêîðåíèå äâèæåíèÿ òî÷êè â ìîìåíò t.
4. a(2)���24���2���2���50 (ì/ñ2) — óñêîðåíèå äâèæåíèÿ â ìîìåíò t���2 ñ.
Îòâåò: 52 ì/ñ; 50 ì/ñ2.

Таблица производных

Производная тригонометрической функции

Ôóíêöèÿ f(x) Ïðîèçâîäíàÿ f�(x)

sin x cos x
cos x �sin x

tg x; x n n≠ + ∈
π

π
2

, Z
1
2cos x

ctg x; x � �n, n � Z #
1
2sin x

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: à) y � x sin x; á) y
x

x
� cos

.  

Ðåøåíèå. 
à) y� � (x sin x)� � x� sin x � x(sin x)� � sin x � x cos x;

á) ′ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′
= ′ ⋅ − ⋅ ′ = − −

y
x

x
x x x x

x

x x x

x

cos (cos ) cos ( ) sin cos
2 2

.

Îòâåò: à) sin x � x cos x; á) 
# #x x x

x

sin cos
.

2
 

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè: y � sin x â òî÷êå x = π
2

.  
Ðåøåíèå.

y� � (sin x)� � cos x; ′ ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= =y

π π
2 2

0cos ;

Îòâåò: 0.
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Производная показательной функции
(ax)� � ax ln a; (ex)� � ex

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:
à) y � 5x; á) y� � e3–2x.
Ðåøåíèå.
à) y� � (5x)� � 5x ln 5;  á) y� � (e3–2x)� � e3–2x � (3 � 2x)� � �2e3–2x.

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå f�(0), åñëè f(x) � 5x.
Ðåøåíèå.
f�(x) � (5x)� � 5x ln 5; f�(0) � 50 ln 5 � ln 5.
Îòâåò: ln 5.

Производная логарифмической функции

(log )
1

lnax x a
′ = ;  (ln )

1
x

x
′ = .

Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:
à) y � log2 x; á) y � ln (x2 � 1).
Ðåøåíèå.

à) ′ = ′ =y x
x

(log )
ln

;2
1

2
 á) ′ = + ′ =

+
⋅ + ′ =

+
y x

x
x

x

x
(ln( ))

( )
( ) .2

2
2

2
1

1

1
1

2

1

Производная суммы двух функций
(u���v)����u����v�.

Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè:

Ðåøåíèå. (cos ) (cos ) ( )x x x x+ ′ = ′ + ′ sinx
x

= − +
1

2
. 

Производная произведения двух функций
(u���v)����u����v���v����u.

Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê ïðîèçâîäíîé:

(CU(x))����C���U�(x).

Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè: y � x2 sin x.
Ðåøåíèå. 
′ = ′ = ′ + ′ = +y x x x x x x x x x x( sin ) ( ) sin (sin ) sin cos .2 2 2 22

Производная частного двух функций
u

v

u v v u

v

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′
= ′ − ′

2
 (v � 0); 

â ÷àñòíîñòè 
1

2v

v

v

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′
=
− ′

.
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Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè: à) y
x

x
y

x
=

+
=

3 2 1

sin
; )

cos
.á

Ðåøåíèå. 

à) 
3 2x

x
+⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
′

sin

3 2 3 2
2

x x x x

x
=

+ ′ − ′ +( ) sin (sin ) ( )

sin
=

− +3 3 2
2

sin ( ) cos

sin

x x x

x
;

á) 
1

2 2cos

(cos )

(cos )

sin

cos
.

x
x

x

x

x

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
′
= ′ = −

Производная сложных функций
Ïðîèçâîäíàÿ ñëîæíîé ôóíêöèè (ôóíêöèÿ îò ôóíêöèè):

(u(v(x)))����u�(v(x))���v�(x).
Ïðèìåð. Íàéäèòå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèé: à) y � sin (2x � 3); á) y � 23x–1; 

â )  y � log2 (5x � 1); ã) y � sin 17x; ä) y x� cos .2   
Ðåøåíèå. 
à) y� � (sin (2x � 3))� � cos (2x � 3) � (2x � 3)� � 2 cos (2x � 3);
á) y� � (23x–1)� � 23x–1� ln 2 � (3x � 1)� � 3 ln 2 � 23x–1;

â) ′ = − ′ =
−

⋅ − ′ =
−

y x
x

x
x

(log ( ))
( ) ln

( )
( ) ln2 5 1

1

5 1 2
5 1

5

5 1 2
.

ã) y� ��(sin 17x)����cos 17x���(17x)����17 cos 17x;

ä) ′ = ′ = ⋅ ′ = ⋅ − = − = −y x x x x x x(cos ) cos (cos ) cos ( sin ) sin cos sin .2 2 2 2 2  
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините функцию и соответствующую ей производную:

kx���b − +
n

xn 1

xn
cos x

x, k

1

x

1
2cos x

1

xn n���xn–1

sin x #
1
2sin x

cos x #
1
2x

tg x
1

2 x

ctg x �sin x

Ответы на тестовые задания к неделе 20

1 — �1. 2 — 
3
7
.  3 — 4. 4 — 3. 5 — 882. 6 — 4. 7 — 21,125. 8 — 2. 9 — 13. 10 — –4.
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НЕДЕЛЯ 21 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
4.2. Исследование функций

4.2.1. Применение производной к исследованию функций и 
построению графиков

4.2.2. Примеры использования производной для нахождения 
наилучшего решения в прикладных, в том числе соци-
ально-экономических, задачах

ИССЛЕДОВАНИЕ ФУНКЦИЙ  
С  ПОМОЩЬЮ ПРОИЗВОДНОЙ

Промежутки монотонности

1. Возрастание и убывание функ ции на промежутке
Ôóíêöèÿ y���f(x) âîçðàñòàåò íà ïðîìåæóòêå (a; b)���x1���x2 ���

� f(x1)���f(x2) äëÿ âñåõ x1; x2 � (a; b). 
Ôóíêöèÿ y���f(x) óáûâàåò íà ïðîìåæóòêå (a; b) ��x1���x2 ��

� f(x1)�	�f(x2) äëÿ âñåõ x1; x2 � (a; b).

2. Достаточное условие возрастания, убывания функций
Åñëè f�(x)���0 äëÿ âñåõ x � (a; b) ��ôóíêöèÿ y���f(x) âîçðàñòàåò 

íà ïðîìåæóòêå (a; b).
Åñëè f�(x)�	�0 äëÿ âñåõ x � (a; b) � ôóíêöèÿ y���f(x) óáûâàåò 

íà ïðîìåæóòêå (a; b).
Åñëè ôóíêöèÿ íåïðåðûâíà íà êîíöàõ ïðîìåæóòêà, òî èõ ìîæ-

íî ïðèñîåäèíèòü ê ïðîìåæóòêó âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ) ôóíêöèè.

3. Необходимое и достаточное условие постоянства функций
Åñëè f�(x)���0 äëÿ âñåõ x � (a; b) � ôóíêöèÿ y���f(x) ïîñòîÿí-

íà íà ïðîìåæóòêå (a; b).

x1 x2

f(x2)

f(x1)

b
x

a0

y � f(x)y

y

x

0 x1 x2

f(x2)

f(x1)

ba

y � f(x)

x

y � f(x)

y

0
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4. Нахождение промежутков возрастания 
и  убывания функций

y���3x���x3 y
x x
x

=
+
−

2 6

2 

1) Íàéä¸ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè

D(y)���R D(y)���(�@; 2) ! (2; �@)

2) Íàéä¸ì ïðîèçâîäíóþ è ðàçëîæèì å¸ íà ìíî-
æèòåëè (åñëè âîçìîæíî)

y����3���3x2���3(1���x2)�
��3(1���x)(x���1) ′ =

+ − − + ⋅
−

=y
x x x x

x

( )( ) ( )

( )

2 6 2 6 1

2

2

2

=
− −
−

=
+ −

−
x x

x

x x

x

2

2 2

4 12

2

2 6

2( )

( )( )

( )  

3) Èññëåäóåì çíàê ïðîèçâîäíîé ìåòîäîì èíòåðâàëîâ

y�

� � �
��1 1

y

y���2 62

� � � �
y

4) Âûáèðàåì ïðîìåæóòêè, â êîòîðûõ f�(x)���0; 
f�(x)�	�0

f�(x)���0,  
x � (�1; 1);
f�(x)�	�0,  
x � (�@; �1) !�(1; �@)

f�(x)���0, x � (�@; �2) ! (6; �@);
f�(x)�	�0, x � (�2; 2) ! (2; 6)

5) Çàïèñûâàåì ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ (óáûâà-
íèÿ) ñ ó÷¸òîì íåïðåðûâíîñòè íà êîíöàõ ïðîìå-
æóòêà

âîçðàñòàåò íà [�1; 1];
óáûâàåò íà (�@; �1] 
è [1; �@)

âîçðàñòàåò íà (�@; �2] 
è [6; �@);
óáûâàåò íà [�2; 2) è (2; 6]

Промежутки монотонности и график 
производной

Ïðèìåð. Ïî ãðàôèêó ïðîèç-
âîäíîé, èçîáðàæ¸ííîìó íà ðèñóí-
êå, îïðåäåëèòå, íà êàêèõ ïðîìå-
æóòêàõ ôóíêöèÿ y � f(x): 

à) âîçðàñòàåò; 
á) óáûâàåò.
Ðåøåíèå.
à) Ôóíêöèÿ âîçðàñòàåò, åñëè 

f�(x) > 0. Òàê êàê f�(x) > 0, åñëè x � (�@; �2); x � (2; �@), 
òî ôóíêöèÿ f(x) âîçðàñòàåò, åñëè x � (�@; �2]; x � [2; �@).

175

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

1. Найдите наименьшее значение 
функции y � (x – 6)ex–5 на отрезке 
[4; 6]. 
Область определения функции  
y � (x – 6)ex–5: R, т. е. вся числовая 
ось.

 

2. Найдите все значения параме-
тра a, при которых уравнение 

2
5
2

02 5− − − =x x a  имеет три реше-

ния. В ответ запишите наименьшее 
целое из них.

 

3. Найдите наибольшее значение 
функции y x x= −2 2sin cos  
на отрезке 0; .π[ ]
 

4. Найдите наименьшее значение 
функции y �  (x – 19)ex–18 на отрезке 
[17; 19].
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á) Ôóíêöèÿ óáûâàåò, åñëè f�(x) < 0. Òàê êàê 
f�(x) < 0, åñëè x � (�2; 2), òî ôóíêöèÿ f(x) óáûâàåò, 
åñëè x � [�2; 2].

Îòâåò: à) x � (�@; �2], x � [2; �@); á) x � [�2; 2].

Экстремумы функции

1. Критические точки функции
Ïóñòü y���f(x) — íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, x0 — âíóò-

ðåííÿÿ òî÷êà å¸ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ.
Åñëè f�(x0)���0 èëè f�(x0) íå ñóùåñòâóåò � x0 — êðè-

òè÷åñêàÿ òî÷êà.

x0 x0

xx
00

yy

f�(x0) � 0

f�(x0) — íå ñóùåñòâóåò

2. Необходимые условия экстремума
Åñëè ôóíêöèÿ y���f(x) èìååò ýêñòðåìóì â òî÷êå x���x0, 

òî â ýòîé òî÷êå ïðîèçâîäíàÿ ëèáî ðàâíà íóëþ, ëèáî íå 
ñóùåñòâóåò.

Åñëè x0 — òî÷êà ýêñòðåìóìà � f�(x0)���0 èëè f�(x0) — 
íå ñóùåñòâóåò.

Òî÷êè ýêñòðåìóìà íåîáõîäèìî èñêàòü òîëüêî ñðåäè 
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê, íî íå êàæäàÿ êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, 
â êîòîðîé f�(x0)���0 èëè íå ñóùåñò âóåò, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé 
ýêñòðåìóìà.

x0 x0

x x
0 0

y � f(x)y y

f�(x0) � 0

f �(x0) — íå 
ñóùåñòâóåò

f�(x0)���0, íî x0 
íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé 

ýêñòðåìóìà

f�(x0) íå ñóùåñòâóåò, 
íî x0 íå ÿâëÿåòñÿ 
òî÷êîé ýêñòðåìóìà

3. Достаточные условия экстремума
Ïåðâûé ïðèçíàê.
Åñëè x0 — êðèòè÷åñêàÿ òî÷êà, f�(x0)���0 èëè f�(x0) — 

íå ñóùåñòâóåò, òîãäà:

176

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 2

1.
 Н

ач
ал

а 
ма

те
ма

ти
че

ск
ог

о 
ан

ал
из

а

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

5. Запишите число 25 в виде произве-
дения двух положительных чисел, 
сумма которых наименьшая.

 

6. Забором, длина которого равна 
100  м, нужно огородить наиболь-
ший по площади прямоугольный 
участок земли, если он граничит 
с речкой. Какими должны быть раз-
меры участка, если со стороны реки 
забора нет?

 

7. Из всех прямоугольников, периметр 
которых 28 см, найдите тот, у кото-
рого наименьшая диагональ.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



à) åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 ïðîèçâîäíàÿ f�(x) ìåíÿåò çíàê ñ «�» íà «�», òî 

x0

� – y�

x0 x0

x x
0 0

y y
f�(x0) � 0 f �(x0) — íå ñóùåñòâóåò

x0���xmax — òî÷êà ìàêñèìóìà;

á) åñëè ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç x0 ïðîèçâîäíàÿ f�(x) ìåíÿåò çíàê ñ «�» íà «�», òî 

x0

y�– �

x0

x0 x x
0 0

y y
f�(x0) � 0

f �(x0) — íå ñóùåñòâóåò

x0���xmin — òî÷êà ìèíèìóìà.

Âòîðîé ïðèçíàê.
Åñëè f�(x0)���0 è fJ(x0)�	�0 � x0 — òî÷êà ìàêñèìóìà.
Åñëè f�(x0)���0 è fJ(x0)���0 � x0 — òî÷êà ìèíèìóìà.

4. Нахождение точек экстремума и экстремумов функций

f(x)���2x2���x4
f x x x( ) = +2 93 2

1) Íàéä¸ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíê öèè

D(f)���R 2x3���9x2���0; x2(2x���9)���0;
D(f)���[�4,5; �@)

x

� � �
04�5

2) Íàéä¸ì ïðîèçâîäíóþ

f�(x)���4x���4x3����4x(1���x2)���
���4x(1���x)(1���x) ′ = +

+
= +

+
f x

x x

x x

x x

x x
( )

( )

( )

6 18

2 2 9

3 3

2 9

2

3 2 2
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3) Íàéä¸ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:
à) f�(x) íå ñóùåñòâóåò;
á) f�(x)���0

f�(x) ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ x � R;
f�(x)���0; x���0; x���1; x����1

f�(x) íå ñóùåñòâóåò, åñëè õ���0.
x����4,5 íå ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé 
îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
f����0; x����3

4) Îïðåäåëèì çíàê ïðîèçâîäíîé íà êàæäîì èç èíòåðâàëîâ, íà êîòîðûå êðèòè÷åñêèå òî÷-
êè ðàçáèâàþò îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ

��1 10

� � ��
f ��(x)

f (x)

f ��(x)

f (x)

�� �
0��3–4�5

5) Íàéä¸ì òî÷êè ýêñòðåìóìà

x����1 — òî÷êà ìàêñèìóìà;
x���0 — òî÷êà ìèíèìóìà;
x���1 — òî÷êà ìàêñèìóìà

x����3 — òî÷êà ìàêñèìóìà;
x���0 — òî÷êà ìèíèìóìà

6) Íàéä¸ì ýêñòðåìóìû ôóíêöèé

fmin���f(0)���0;
fmax���f(�1)���1;
fmax���f(1)���1

f fmax ( ) ;= − =3 3 3

fmin���f(0)���0

Точки экстремумов функции 
Ïðèìåð. Ïîëüçóÿñü ãðàôèêîì ïðîèçâîäíîé y � f�(x), èçîáðàæ¸ííûì íà ðèñóíêå, óêàæè-

òå òî÷êè ýêñòðåìóìà.

Ðåøåíèå. õ � �2 — òî÷êà ìèíèìóìà, ïîñêîëüêó çíàê ïðîèçâîäíîé, ïåðåõîäÿ ÷åðåç òî÷êó 
õ � �2, ìåíÿåò «�» íà «�».

õ � 0 — òî÷êà ìàêñèìóìà, ïîñêîëüêó çíàê ïðîèçâîäíîé, ïåðåõîäÿ ÷åðåç òî÷êó õ � 0, 
ìåíÿåòñÿ ñ «�» íà «�».

õ � 2 — òî÷êà ìèíèìóìà, ïîñêîëüêó çíàê ïðîèçâîäíîé, ïåðåõîäÿ ÷åðåç òî÷êó õ � 2, ìå-
íÿåòñÿ ñ «�» íà «�».

Îòâåò: õ � �2, õ � 2 — òî÷êè ìèíèìóìà; õ � 0 — òî÷êà ìàêñèìóìà.

Наибольшее и наименьшее значение функции
Åñëè ôóíêöèÿ f(x) íåïðåðûâíà íà îòðåçêå [a; b], òî ñðåäè å¸ çíà÷åíèé íà ýòîì îòðåçêå 

åñòü íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.
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Íàèáîëüøåãî è íàèìåíüøåãî çíà÷åíèé ôóíêöèÿ ìîæåò äîñòèãàòü êàê íà êîíöàõ îòðåç-
êà, òàê è âíóòðè íåãî.

Åñëè íàèáîëüøåå (èëè íàèìåíüøåå) çíà÷åíèå ôóíêöèè äîñòèãàåòñÿ âíóòðè îòðåçêà, òî 
òîëüêî â ñòàöèîíàðíîé èëè êðèòè÷åñêîé òî÷êå.

x

a b0

f(xmax)

f(xmin)

xmax

xmin

y

x
a b0

f(xmax)

xmax

y

f(b)

max ( ) ( );
[ ; ]

max
a b

f x f x�  min ( ) ( )
[ ; ]

min
a b

f x f x�  max ( ) ( );
[ ; ]

max
a b

f x f x�  min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f b�  

x
a b0

f(xmin)

f(a)

xmin

y

x

a b0 xmaxxmin

y

f(b)

f(a)

max ( ) ( );
[ ; ]a b

f x f a�  min ( ) ( )
[ ; ]

min
a b

f x f x�  max ( ) ( );
[ ; ]a b

f x f a�  min ( ) ( )
[ ; ]a b

f x f b�  

Îòñþäà âûòåêàåò ïðàâèëî îòûñêàíèÿ íàèìåíüøèõ è íàèáîëüøèõ çíà÷åíèé íà îòðåçêå, 
êîòîðîå ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå.

Íàéäèòå íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y���x3���3x2���45x���225 íà îòðåç-
êå [0; 6].

1. Íàéä¸ì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè D(y) D(y)���R

2. Íàéä¸ì ïðîèçâîäíóþ y� y����3x2���6x���45���3(x2���2x���15)����
��3(x���5)(x���3)

3. Íàéä¸ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè (â êîòîðûõ y�(x)���0 
èëè íå ñóùåñòâóåò)

y� ñóùåñòâóåò äëÿ âñåõ x � R.
y����0; 3(x���5)(x���3)���0; x���5; x����3

4. Âûáåðåì òå, êîòîðûå ïðèíàä ëåæàò äàííîìó 
îòðåçêó

x���5 ïðèíàäëåæèò îòðåçêó [0; 6]

5. Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ ôóíêöèè y���f(x) â ýòèõ 
êðèòè÷åñêèõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ îòðåçêà

y(0)���225; y(5)���50; y(6)���63

6. Ñðàâíèì ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû è âûáåðåì 
ñðåäè íèõ íàèáîëüøèé è íàèìåíüøèé, çàïèøåì 
îòâåò

max ( ) ( ) ;
[ ; ]0 6

0 225y x y� �

min ( ) ( ) .
[ ; ]0 6

5 50y x y� �  
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Точки, в которых функция достигает наибольшего или наименьшего 
значения и график производной

Ïðèìåð. Ôóíêöèÿ y � f(x) îïðåäåëåíà íà ïðîìåæóòêå (�1; 4). Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¸í 
ãðàôèê å¸ ïðîèçâîäíîé. Íàéäèòå òî÷êó õ0, â êîòîðîé ôóíêöèÿ y � f(x) ïðèíèìàåò íàèáîëü-
øåå çíà÷åíèå. 

Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ íà ïðîìåæóòêå (�1; 2) ïîëî-
æèòåëüíàÿ, òî ôóíêöèÿ íà äàííîì ïðîìåæóòêå âîçðàñòàåò, à íà 
ïðîìåæóòêå (2; 4) ïðîèçâîäíàÿ îòðèöàòåëüíàÿ, çíà÷èò, ôóíêöèÿ 
óáûâàåò. Íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò â òî÷êå õ0 � 2.

Îòâåò: õ0 � 2.

Построение графиков функций
Èññëåäîâàíèå ôóíêöèè è ïîñòðîåíèå ãðàôèêà ôóíêöèè ïðîâîäÿò â òàêîé ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòè:
1) íàéòè îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè;
2) íàéòè òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ êîîðäèíàòíûìè îñÿìè;
3) óòî÷íèòü ÷¸òíîñòü (íå÷¸òíîñòü), ïåðèîäè÷íîñòü ôóíêöèè;
4) íàéòè ïðîèçâîäíóþ è êðèòè÷åñêèå òî÷êè;
5) íàéòè ïðîìåæóòêè âîçðàñòàíèÿ (óáûâàíèÿ), òî÷êè ýêñòðåìóìà è ýêñòðåìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè;
6) óÿñíèòü ïîâåäåíèå ôóíêöèè íà êîíöàõ îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ;
7) ïîñòðîèòü ãðàôèê.

Ïðèìåð. Èññëåäóéòå ôóíêöèþ f(x) � x3 � 3x2 è ïîñòðîéòå å¸ ãðàôèê.
Ðåøåíèå.
1. Îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ — R.
2. Íàéä¸ì àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Îõ:
x3 � 3x2 � 0; x2(x � 3) � 0; x � 0; x � 3.
Íàéä¸ì îðäèíàòó òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ Îó:
y � 03 � 3 � 02 � 0.
3. Ïîñêîëüêó f(�x) � (�x)3 � 3 � (�x)2 � �x3 � 3x2, òî ôóíêöèÿ îá-

ùåãî âèäà, íå ïåðèîäè÷åñêàÿ.
4. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ f�(x) � 3x2 � 6x � 3x(x � 2).
Íàõîäèì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:
f�(x) � 0; 3x(x � 2) � 0; x � 0; x � 2.
5. Íàõîäèì ïðîìåæóòêè ìîíîòîííîñòè, òî÷êè ýêñòðåìóìîâ è ýêñ-

òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ.

x (�@; 0) 0 (0; 2) 2 (2; �@)

f�(x) � 0 — 0 �

f(x) 	 0 
 �4 	

max min

6. Ïîñòðîèì ãðàôèê ôóíêöèè.
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Ñõåìà èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèè

Ïðàâèëî Ïðèìåð

f(x) � x3 � 3x2

1. Íàõîäèì D(f) D(f) � R

2. Íàõîäèì òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà 
ôóíêöèè ñ êîîðäèíàòíûìè 
îñÿìè

Íàéä¸ì àáñöèññû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ 
Ox:
x3 � 3x2 � 0; x2(x � 3) � 0; x � 0 èëè x � 3.
Íàéä¸ì îðäèíàòû òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ãðàôèêà ñ îñüþ 
Oy: y � 03 � 3 � 02 � 0

3. Îïðåäåëÿåì ÷¸òíîñòü 
(íå÷¸òíîñòü), ïåðèîäè÷íîñòü 
ôóíê öèè

Òàê êàê f(�x) � (�x)3 � 3(�x)2 � � x3 � 3x2, òî ôóíêöèÿ íè 
÷¸òíàÿ, íè íå÷¸òíàÿ. Ôóíêöèÿ íåïåðèîäè÷åñêàÿ

4. Íàõîäèì ïðîèçâîäíóþ 
è êðèòè÷åñêèå òî÷êè

Íàéä¸ì ïðîèçâîäíóþ:
f�(x) � (x3 � 3x2) � � 3x2 � 6x � 3x(x � 2).
D(f�) � R. Íàéä¸ì êðèòè÷åñêèå òî÷êè:
f�(x) � 0; 3x(x � 2) � 0; x � 0, x � 2

5. Íàõîäèì ïðîìåæóòêè ìî-
íîòîííîñòè, òî÷êè ýêñòðåìó-
ìà è ýêñòðåìóìû

Ñîñòàâèì òàáëèöó:

x (�/; 0) 0 (0; 2) 2 (2; � /)

f�(x) + 0 � 0 �
f(x) 	 0 
 �4 	

max min

6. Îïðåäåëÿåì ïîâåäåíèå 
ôóíê öèè íà êîíöàõ îáëàñòè 
îïðåäåëåíèÿ

Èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû èñ-
ñëåäîâàíèÿ, ñòðîèì ãðàôèê 
ôóíêöèè y � x3 � 3x2 x

y

0
–1

–4

2
3

y = x3 – 3x2

Решение текстовых задач на нахождение наибольшего (наименьшего) 
значения величины с помощью производной

Äëÿ îòûñêàíèÿ íàèìåíüøåãî è íàèáîëüøåãî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè, äèôôåðåíöèðóåìîé âíó-
òðè îòðåçêà è íåïðåðûâíîé íà åãî êîíöàõ, íóæíî íàéòè âñå êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè, 
ëåæàùèå âíóòðè îòðåçêà, âû÷èñëèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ýòèõ òî÷êàõ è íà êîíöàõ îòðåçêà, 
à çàòåì èç âñåõ ïîëó÷åííûõ ÷èñåë âûáðàòü íàèìåíüøåå è íàèáîëüøåå.
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Ïðèìåð.  Íàéäèòå âûñîòó öèëèíäðà çàäàííîãî îáú¸ìà V, êîòîðûé èìååò íàèìåíüøóþ 
ïîëíóþ ïîâåðõíîñòü. 

Ðåøåíèå. Ïóñòü ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ðàâåí x. Ïîëíàÿ 
ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà S���2�xH���2�x2, ãäå H — âûñîòà öèëèíäðà.

V x H H
V

x
= ⇒ =π

π
2

2
.  

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî çíà÷åíèå H â ôîðìóëó äëÿ ïîëíîé ïîâåðõíî-
ñòè S, ïîëó÷àåì:

     S x
V

x
x

V
x

x S x= ⋅ + = + = ( )2 2
2

2
2

2 2π
π

π π .

′ ( ) = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
+ = − + = ⇔ = ⇔ =S x V

x
x

V

x
x x

V
x

V
2

1
2 2

2
4 0

2 22 2
3 3π π

π π
.

Ïîñêîëüêó ïðè ïåðåõîäå ÷åðåç òî÷êó x
V=
2

3

π
 ïðîèçâîäíàÿ S�(x) ìåíÿåò çíàê ñ «�» 

íà «�», òî x
V=
2

3

π
 — òî÷êà ìèíèìóìà.

Âûñîòà öèëèíäðà H
V

x

V
V

V

V

V= = ⋅
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = ⋅

⋅
=

π π
π π

π π2
3

2
3 2

3 2
3 3

2 4 4
. 

Îòâåò: H
V= 4

3

π
.
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните схему исследования функции:

1. Íàõîäèì ________________________________________

2. Íàõîäèì òî÷êè __________________________________

__________________________________________________

3. Îïðåäåëÿåì _____________________________________

__________________________________________________

__________________________________________________

4. Íàõîäèì ________________________________________

è ___________________________________________ òî÷êè

5. Íàõîäèì ïðîìåæóòêè ____________________________,

òî÷êè ____________________________________________

6. Îïðåäåëÿåì ïîâåäåíèå ôóíê öèè ____________________

__________________________________________________

7. Ñòðîèì _________________________________________

Ответы на тестовые задания к неделе 21
1 — �1. 2 — 1. 3 — 3. 4 — �1. 5 — 5 ��5. 6 — большая сторона 50, две меньшие по 25. 7 — квадрат со стороной 7 см.
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НЕДЕЛЯ 22 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
4.3. Первообразная и интеграл

4.3.1. Первообразные элементарных функций
4.3.2. Примеры применения интеграла в физике и геометрии

ПЕРВООБРАЗНАЯ
Ôóíêöèþ y = F(x) íàçûâàþò ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè y � f(x) íà çàäàííîì ïðîìå-

æóòêå Õ, åñëè äëÿ âñåõ õ èç Õ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî: F�(x) � f(x).
 Åñëè y � F(x) — ïåðâîîáðàçíàÿ äëÿ ôóíêöèè y � f(x), òî ó ôóíêöèè y � f(x) áåñêîíå÷íî 

ìíîãî ïåðâîîáðàçíûõ è âñå îíè èìåþò âèä y � F(x) � C, ãäå Ñ — ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå 
÷èñëî (îñíîâíîå ñâîéñòâî ïåðâîîáðàçíîé).

Ôóíêöèÿ ó = f(x) Ïåðâîîáðàçíàÿ ó = F(x)

0 C

1 x � C

xn (n � �1) x
n

C
n.

.
.

1

1

1
2x

− +1

x
C

1

x
2 0x C x+ >( )

sin x �cos x � C

cos x sin x � C

1
2sin x

�ctg x � C

1
2cos x

tg x � C

1

x

ln |x| � C

ex ex � C

ax a
a

C
x

ln
.

Îïåðàöèÿ íàõîæäåíèÿ ïðîèçâîäíîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ äèôôåðåíöèðîâàíèåì, à îïåðà-
öèÿ íàõîæäåíèÿ ïåðâîîáðàçíîé — èíòåãðèðîâàíèåì.

Èíòåãðèðîâàíèå — îïåðàöèÿ, îáðàòíàÿ äèôôåðåíöèðîâàíèþ.
Åñëè ôóíêöèÿ y � f(x) èìååò íà ïðîìåæóòêå õ ïåðâîîáðàçíóþ y � F(x), òî ìíîæåñòâî 

âñåõ ïåðâîîáðàçíûõ, ò. å. ìíîæåñòâî ôóíêöèé âèäà F(x) � C, íàçûâàþò íåîïðåäåë¸ííûì 
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èíòåãðàëîì îò ôóíêöèè y � f(x) è îáîçíà÷àþò f x dx( )∫ . 
Ïîëüçóÿñü òàáëèöåé ïåðâîîáðàçíûõ, ìîæíî ñîñòàâèòü 
òàáëèöó îñíîâíûõ íåîïðåäåë¸ííûõ èíòåãðàëîâ.

0dx C=∫ sin cosxdx x C= − +∫
dx x C= +∫ cos sinxdx x C= +∫
e dx e Cx x∫ = +

a dx
a

a
Cx

x

= +∫ ln

x dx
x
n

C nn
n

∫ =
+

+ ≠ −
+1

1
1( )

dx

x
x C

sin2
= − +∫ ctg

dx

x x
C

2

1∫ = − + dx

x
x C

cos2∫ = +tg

dx

x
x C∫ = +2

dx
x

x C∫ = +ln

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ 
ôóíêöèè f(x) � x6 íà ìíîæåñòâå R.

Ðåøåíèå. Îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f ÿâëÿ-

åòñÿ 
x7

7
,  òàê êàê 

x
x x

7
6 6

7

1

7
7

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
′
= ⋅ = .  Òåïåðü â ñèëó îñ-

íîâíîãî ñâîéñòâà ïåðâîîáðàçíîé ïîëó÷àåì îáùèé âèä 

ïåðâîîáðàçíûõ ôóíêöèè f: F x
x

C( ) .= +
7

7

Îòâåò: 
x

C
7

7
. .  

Ïðèìåð 2. Äëÿ ôóíêöèè f(x) � x3 íàéäèòå ïåðâîîá-
ðàçíóþ, ãðàôèê êîòîðîé ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó Ì (1; �1).

Ðåøåíèå. Íàéä¸ì îáùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ 

ôóíêöèè f: F x
x

C( ) .= +
4

4
 

Òàê êàê F(1) � �1, òî − = +1
1

4

4

C,  îòêóäà �4 � 1 � 4C; 

4C � �5; C = − 5

4
; C = −11

4
.  Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìàÿ ïåð-

âîîáðàçíàÿ F x
x

( ) .= −
4

4
1

1

4
 

Îòâåò: F x
x

( ) .= −
4

4
1

1

4
 

Ïðèìåð 3. Íàéäèòå ôóíêöèþ f, åñëè èçâåñòåí îá-
ùèé âèä ïåðâîîáðàçíûõ F(x) � 3x2 � C.

Ðåøåíèå. Åñëè F(x) � 3x2 � C, òî f(x) � F�(x) ��
� (3x2 � C)� � 3 � 2x � 0 � 6x.

Îòâåò: f(x) � 6x.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

1. Для заданной функции f(x) найди-
те первообразную, график которой 
проходит через точку M(x0; y0): 

f x x x x x( ) = + − + −5 4 3 2 34 3 2 ,  
M −( )1 1; .

В ответ запишите произведение 
всех коэффициентов полученного 
уравнения первообразной.

 

2. Вычислите 
dx

xcos
.

2
18

6

3
6

−⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

∫ ππ

π

 
 

3. Вычислите 
7

23

2 dx
x

e

−∫
+

.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Первообразная суммы функций
Ïåðâîîáðàçíàÿ ñóììû ðàâíà ñóììå ïåðâîîáðàçíûõ.

Åñëè F — ïåðâîîáðàç-
íàÿ äëÿ f, 

à H — ïåðâîîáðàçíàÿ 
äëÿ h

� F���H — ïåðâîîáðàç-
íàÿ äëÿ f���h

Èíòåãðàë îò ñóììû ôóíêöèé ðàâåí ñóììå èíòåãðàëîâ 
ýòèõ ôóíêöèé:

( ( ) ( )) ( ) ( ) .f x g x dx f x dx g x dx+ = +∫ ∫ ∫
Ïðèìåð. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè:

f ( x )  � x � cos x.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó äëÿ õ îäíîé èç ïåðâîîáðàç-

íûõ ÿâëÿåòñÿ 
x2

2
,  à äëÿ cos x îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ 

ÿâëÿåòñÿ sin x, òî îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíê-

öèè x � cos x åñòü ôóíêöèÿ 
x

x
2

2
. sin ,  ñëåäîâàòåëüíî, 

F x
x

x C( ) sin .= + +
2

2

Îòâåò: F x
x

x C( ) sin .= + +
2

2
 

Первообразная  
произведения функции на  число

Ïîñòîÿííûé ìíîæèòåëü ìîæíî âûíåñòè çà çíàê èí-
òåãðàëà:

kf x dx k f x dx( ) ( ) .∫ ∫=

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèè

f(x) � 5ex � 7 sin x � 3x2.
Ðåøåíèå. Ïîñêîëüêó îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ 

ôóíêöèè ex ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ex, òî îäíîé èç ïåðâîîá-
ðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè 5ex ÿâëÿåòñÿ 5ex; ïîñêîëüêó îäíîé 
èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè sin x ÿâëÿåòñÿ �cos x, òî 
îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè 7 sin x ÿâëÿåò-
ñÿ �7 cos x; ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè 3x2 ÿâëÿåòñÿ 

3
3

3
3⋅ =x

x .  

Ñëåäîâàòåëüíî, F(x) � 5ex � 7 cos x � x3 � C. 

Îòâåò: F(x) � 5ex � 7 cos x � x3 � C.

Ïðèìåð 2. Íàéäèòå: ( cos ) .1 3 4+ −∫ e x dxx  
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

4. Найдите объём тела V, полученного 
при вращении вокруг оси абсцисс 
криволинейной трапеции, ограни-
ченной линиями y x= −9 2 ,  y � 0.  

В ответ запишите V
� .

 

5. Вычислите площадь фигуры, огра-
ниченной линиями y x= −sin ,  

x � 0,  y � 0,  x =
π
2
.

 

6. Материальная точка движется по 
прямой так, что её скорость в мо-
мент времени t вычисляется по фор-
муле v t t( ) = +4 13  (м/с). Найдите 
путь, пройденный точкой с момента 
времени t c1 2�  до момента време-
ни t2 5�  с.

 

7. Найдите площадь фигуры, огра-
ниченной линиями y x x= − +2 2 2  
и y x x= − + +2 4 2.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Ðåøåíèå. ( cos )1 3 4 1 3+ − = + −∫ ∫ ∫e x dx dx e dxx x  

cos sin .4 3 4− = + − +∫ xdx x e x Cx  

Îòâåò: x e x Cx+ − +3 4sin . 

Åñëè f x dx F x C( ) ( ) ,∫ = +  òî f kx m dx
F kx m

k
C( )

( )
.+ = + +∫

Åñëè F — ïåðâîîáðàç-
íàÿ äëÿ f 

�

1

k
F kx b( ).  — ïåðâîîá-

ðàçíàÿ äëÿ f(kx���b); 

k è b���const, k � 0

Ïðèìåð 3. Íàéäèòå ïåðâîîáðàçíûå äëÿ ôóíêöèé:

à) f(x) � (7 � 3x)5;

á) f(x) � e2x–1.

Ðåøåíèå.

à) Ïîñêîëüêó ïåðâîîáðàçíîé äëÿ ôóíêöèè õ5 ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ 
x6

6
,  òî èñêîìûå ïåðâî-

îáðàçíûå ðàâíû: F x
x

C
x

C( )
( ) ( )

.= − ⋅ − + = − − +1

3

7 3

6

7 3

18

6 6

 

á) Ïîñêîëüêó îäíîé èç ïåðâîîáðàçíûõ äëÿ ôóíêöèè ex ÿâëÿåòñÿ ex, òî èìååì:

F x e Cx( ) .= +−1

2
2 1  

Îòâåò: à) F x
x

C( )
( )

;= − − +7 3

18

6

 á) F x e Cx( ) .= +−1

2
2 1

Задача о площади криволинейной трапеции
Ïóñòü çàäàíà íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ y � f(x), îïðåäåë¸ííàÿ íà ïðîìåæóòêå [a; b], òîãäà 

îïðåäåë¸ííûì èíòåãðàëîì îò à äî b ôóíêöèè f(x) íàçûâàåòñÿ ïðèðàùåíèå ïåðâîîáðàçíîé 

F(x) ýòîé ôóíêöèè, ò. å. f x dx F b F a
a

b

( ) ( ) ( )∫ = −  (ôîðìóëà Íüþòîíà — Ëåéáíèöà). 

×èñëà à è b íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî íèæíèì è âåðõíèì ïðåäåëàìè èíòåãðèðîâàíèÿ.

Геометрический смысл  
определённого интеграла

Ïëîùàäü S êðèâîëèíåéíîé òðàïåöèè (ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ãðà-
ôèêîì íåïðåðûâíîé ïîëîæèòåëüíîé íà ïðîìåæóòêå [a; b] ôóíê-
öèè f(x), îñüþ Îõ è ïðÿìûìè x � a, x � b), âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå:

S f x dx
a

b

= ∫ ( ) .
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Вычисление площадей фигур

 
S f x dx g x dx

a

b

c

b

= −∫ ∫( ) ( )

 
S f x dx

a

b

= −∫ ( )

 
S f x dx g x dx

a

c

c

b

= +∫ ∫( ) ( )

S f x g x dx
a

b

= −∫ ( ( ) ( ))

Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) x dx2

1

2

−
∫ ;  á) ( sin ) .8

0

2

x x dx−∫
π

Ðåøåíèå.

à) x dx
x2

1

2 3 2

1

3 3

3

2

3

1

3

8

3

1

3
3

− −
∫ = = − − = + =( )

;

á) ( sin ) sin cos8 8 8
2

0

2

0

2

0

2 2
2

0

2

0

x x dx xdx xdx
x

x− = − = ⋅ + =∫ ∫ ∫
π π π

π π

 = + = −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
+ −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
= −4 4

4
0

2
0 12 2

0

2

0

2
2x x

π π
π π πcos cos cos .

Îòâåò: à) 3; á) �2 � 1.

Ïðèìåð 2. Âû÷èñëèòå ïëîùàäü ôèãóðû, îãðàíè÷åííîé ëèíèÿìè: y � sin x, y � 0, 
� � x � 2�.

Ðåøåíèå.

π 2π

Ïîñòðîèì ôèãóðó, ïëîùàäü êîòîðîé íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü. Òîãäà

S xdx x= − = = − =∫ sin cos cos cos .
π

π π

π
π π

2 2

2 2  
 

Îòâåò: 2.
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините функцию и соответствующую ей первообразную:

0 C

1 x � C

xn (n � �1)
x
n

C
n.

.
.

1

1

1
2x

− +1

x
C

1

x
2 0x C x+ >( )

sin x �cos x � C

cos x sin x � C

1
2sin x �ctg x � C

1
2cos x tg x � C

1

x
ln |x| � C

ex ex � C

ax a
a

C
x

ln
.

Ответы на тестовые задания к неделе 22

1 — �12. 2 — 
3

3
.  3 — 7. 4 — 259,2. 5 — 1. 6 — 612. 7 — 9.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ К РАЗДЕЛАМ «ФУНКЦИИ»  
И «НАЧАЛА МАТЕМАТИЧЕСКОГО АНАЛИЗА»

1. Íàéäèòå ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ôóíêöèè y � log0,5(sin x + 5).

2. Èññëåäóéòå íà ÷¸òíîñòü (íå÷¸òíîñòü) ôóíêöèþ y � |x – 2| + |x + 2|.

3. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ôóíêöèÿ ó � õ2 + (à – 2)õ + 0,25 íå ïðèíèìàåò 
îòðèöàòåëüíûõ çíà÷åíèé?
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4. Íàéäèòå îñòðûé óãîë ìåæäó êàñàòåëüíûìè, ïðîâåä¸ííûìè ê êðèâûì y
x

� 18
  

è y
x

x= +12
2  â òî÷êå èõ ïåðåñå÷åíèÿ.

5. Ïðè êàêîì çíà÷åíèè ïàðàìåòðà a ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíêöèè  
y � x2 – 4ax – a4 íàèáîëüøåå?

6. Íà ïàðàáîëå y � x2 íàéäèòå òî÷êó, íàèìåíåå óäàë¸ííóþ îò ïðÿìîé  
y � 2x – 4.
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НЕДЕЛЯ 23 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.1. Планиметрия

5.1.1. Треугольник
5.5. Измерение геометрических величин

5.5.5. Площадь треугольника, параллелограмма, трапеции, кру-
га, сектора

ГЕОМЕТРИЯ. ПЛАНИМЕТРИЯ

ТРЕУГОЛЬНИК

Равенство треугольников
Òðåóãîëüíèêè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ ñîîòâåòñòâóþùèå ñòîðîíû è ñîîòâåòñòâó-

þùèå óãëû ðàâíû. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå óãëû äîëæíû ëåæàòü ïðîòèâ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèõ ñòîðîí.

GABC���GA1B1C1, åñëè AB���A1B1; AC���A1C1; BC���B1C1; �A����A1; �B����B1; �C����C1.
Íà ÷åðòåæå ðàâíûå îòðåçêè îòìå÷àþò îäíîé, äâóìÿ èëè òðåìÿ ÷¸ðòî÷êàìè, à ðàâíûå 

óãëû — îäíîé, äâóìÿ èëè òðåìÿ äóæêàìè.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ èñïîëüçóþò îáû÷íûé çíàê ðàâåíñòâà: 

GPQR���GMNK. Ïðè ýòîì èìååò çíà÷åíèå ïîðÿäîê, â êîòîðîì çàïèñûâàþòñÿ âåðøèíû òðå-
óãîëüíèêà. Ðàâåíñòâî GPQR���GMNK îçíà÷àåò, ÷òî �P����M; �Q����N; �R����K. À çàïèñü 
GPQR���GNKM îçíà÷àåò óæå äðóãîå: �P����N; �Q����K; �R����M.

Свойства равных треугольников
1. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ âñå ñîîòâåòñòâóþùèå ýëåìåíòû (ñòîðîíû, óãëû, ìåäèàíû, 

âûñîòû è äð.) ðàâíû.
2. Â ðàâíûõ òðåóãîëüíèêàõ ïðîòèâ ðàâíûõ ñòîðîí ëåæàò ðàâíûå óãëû, à ïðîòèâ ðàâíûõ 

óãëîâ ëåæàò ðàâíûå  ñòîðîíû.

Признаки равенства треугольников
1. Ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

Åñëè AB���A1B1; AC���A1C1; �A����A1, òî GABC���GA1B1C1.
Åñëè äâå ñòîðîíû è óãîë ìåæäó íè ìè îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû ñîîòâåòñòâåííî äâóì 

ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè  ðàâíû.
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2. Ïî ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì ê íåé óãëàì.

Åñëè �A����A1; �C����C1; AC���A1C1, òî GABC���GA1B1C1.
Åñëè ñòîðîíà è ïðèëåæàùèå ê íåé óãëû îäíîãî òðå-

óãîëüíèêà ðàâ íû ñîîòâåòñòâåííî ñòîðîíå è ïðèëå æàùèì 
ê íåé óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíè-
êè ðàâ íû.

3. Ïî òð¸ì ñòîðîíàì.

Åñëè AB� ��A1B1; AC� ��A1C1; BC� ��B1C1, òî GABC� ��
��GA1B1C1.

Åñëè òðè ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû 
ñîîòâåò ñòâåííî òð¸ì ñòîðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî 
òàêèå òðåóãîëüíèêè ðàâíû.

Ïðèìåð 1. Îòðåçêè ÀÂ è CD ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷-
êå Î, êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñåðåäèíîé êàæäîãî èç íèõ. ×åìó 
ðàâåí îòðåçîê BD, åñëè ÀÑ���10 ì?

Äàíî: CO���OD; AO���OB; AC���10 ì.
Íàéòè: BD.
Ðåøåíèå. CO� ��OD; AO� ��OB ïî óñëîâèþ; �1� ���2, 

òàê êàê îíè âåðòèêàëüíûå; GAOC� �� GBOD ïî ïåðâîìó 
ïðèçíàêó ðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêîâ. Èç ðàâåíñòâà òðå-
óãîëüíèêîâ ñëåäóåò ðàâåíñòâî èõ ñîîòâåò ñòâåííûõ ñòî-
ðîí BD���AC, ò. ê. ïî óñëîâèþ AC���10 ì, òî è BD���10 ì.

Ïðèìåð 2. Äàíû GABC è�GBAD. ÀÂ — îáùàÿ ñòîðîíà 
GABC è�GBAD. Ñòîðîíû AD è ÂÑ ïåðåñåêàþòñÿ â òî÷êå Î, 
êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ èõ ñåðåäèíîé. Äîêàçàòü, ÷òî GAOC ��
��GBOD.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

1. В равнобедренном треугольнике 
AKC с основанием AC боковая сто-

рона AK равна 15, а cos .∠ =A
3
5

 Най-

дите высоту, проведённую к основа-
нию. 

 

2. Найдите площадь треугольника 
(в  квадратных сантиметрах), кото-
рый изображён на клетчатой бума-
ге с клетками размером 1 см � 1 см 
(см. рисунок).

1 ñì

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Äàíî: GABC���GBAD. AO���DO; BO���CO.
Äîêàçàòü: GAOC���GBOD.
Äîêàçàòåëüñòâî. �AOC����BOD êàê âåðòèêàëüíûå 

 óãëû. ÀÎ = ÎD è CO���BO ïî óñëîâèþ, òîãäà GAOC���GBOD 
ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

Подобие треугольников
Äâà òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ ïîäîáíûìè, åñëè îíè 

ïåðåâîäÿòñÿ îäèí â äðóãîé ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ 
ïîäîáèÿ.

Свойства подобных треугольников
1. Ó ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííûå óãëû 

ðàâíû, à ñîîòâåòñòâåííûå ñòîðîíû ïðîïîðöèîíàëüíû.
Åñëè GABC L GA1B1C1, òî �A����A1, �B����B1, �C����C1.

AB
A B

AC
A C

BC
B C

h
h

k
k

k
1 1 1 1 1 1 1 1

� � � � � �... .

2. Îòíîøåíèå ïåðèìåòðîâ ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ 
ðàâíî îòíîøåíèþ ñîîòâåòñòâåííûõ ñòîðîí è ðàâíî êîýô-
ôèöèåíòó ïîäîáèÿ: 

P
P

AB
A B

k
1 1 1

� � .

3. Îòíîøåíèå ïëîùàäåé ïîäîáíûõ ôèãóð ðàâíî êâà-
äðàòó êîýôôèöèåíòà ïîäîáèÿ: 

S

S
AB
A B

kABC

A B C

Δ

Δ 1 1 1 1 1

2

2=
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = .

Çàìå÷àíèå. Èç ñîîòíîøåíèÿ 
AB
A B

AC
A C

BC
B C1 1 1 1 1

� �  î÷å-

âèäíî âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå AB�
�AC�
�BC���A1B1�
�A1C1�
�B1C1, 

÷òî òîæå âûðàæàåò ïðîïîðöèîíàëüíîñòü ñòîðîí GÀÂÑ 
è GA1B1C1.

Ïðèìåð 1. Äàíî: GABC L GA1B1C1; A1B1� �� 4 ñì;  
B1C1���5 ñì; A1C1���6 ñì; BC�
�B1C1���3. 

Íàéòè: AB, AC è BC.
Ðåøåíèå. BC�
�B1C1���3 (ïî óñëîâèþ), òîãäà 

BC���3���B1C1���3���5 �15 (ñì); AC���3���A1C1���3���6���18 (ñì); 
AB���3���A1B1���3���4���12 (ñì).

Îòâåò: BC���15 ñì; AC���18 ñì; AB���12 ñì.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

3. В треугольнике ABC проведена бис-
сектриса AM, которая делит сторону 
BC на отрезки BM и MC.
Найдите угол C, если BC���8, 
BM�
�MC���7:5, AB�+�AC���12.

 

4. В равнобедренном треугольнике 
ABC с основанием AC боковая сто-

рона AB равна 15, а cos∠ =A
4 14
15

. 

Найдите высоту, проведённую к ос-
нованию. 

 

5. В треугольнике ABC угол C равен 90�,  
AB���10,  AC � 5 3.  Найдите sin �A.

 

6. Найдите площадь треугольника, сто-
роны которого равны 26 см, 28 см, 
30 см.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



Ïðèìåð 2. Äàíî: GABC L GMNP. 
Íàéòè: óãëû GMNP, åñëè �A���45�, �C���75�.
Ðåøåíèå. Ó ïîäîáíûõ òðåóãîëüíèêîâ ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû, òîãäà �A����M���45�; 

�C����P���75�; �B����N���180� � (45����75�)���60�.
Îòâåò: �M���45�; �N���60�; �P���75�.

Признаки подобия треугольников
1. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ ïî äâóì óãëàì.

 

Åñëè äâà óãëà îäíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíû äâóì óãëàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå 
òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:

åñëè �A����A1; �C����C1, òî GABC L GA1B1C1.
Ñëåäñòâèÿ:
1. Ðàâíîñòîðîííèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû.
2. Ðàâíîáåäðåííûå ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè ïî äîáíû.
3. Ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû, åñëè îíè èìåþò ïî 

ðàâíîìó óãëó ìåæäó ñîîòâåòñòâåííûìè ñòîðîíàìè.
4. Ïðè ïåðåñå÷åíèè äèàãîíàëåé òðàïåöèè îáðàçóþòñÿ äâà ïîäîá-

íûõ òðåóãîëüíèêà. ABCD — òðàïåöèÿ; GBOC L GDOA.
5. Ïðÿìàÿ, ïàðàëëåëüíàÿ îäíîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà, ïåðåñå-

êàåò äâå äðóãèå ñòîðîíû, îòñåêàåò òðåóãîëüíèê, ïîäîáíûé äàííîìó. 
GA1B1C1 L GAB1C, åñëè A1C1 || AC.

Ïðèìåð. Äàíî: Îñíîâàíèå òðåóãîëüíèêà 5 ñì, âûñîòà, ïðîâå-
ä¸ííàÿ ê ýòîìó îñíîâàíèþ, 3 ñì. Â òðåóãîëüíèê âïèñàí êâàäðàò òàê, 
÷òî äâå åãî âåðøèíû ëåæàò íà îñíîâàíèè, à äâå äðóãèå — íà áîêîâûõ 
ñòîðîíàõ. 

Íàéòè: ñòîðîíó êâàäðàòà.
Ðåøåíèå. GABC L GMBN (ò. ê. MN || AC). 

Òîãäà 
AB

MB

AC

MN

BC

BN

BD

BK
� � � .  Ïóñòü MN���x, òîãäà BK���(3 � x) ñì; AC���5 ñì.

Èç ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ñëåäóåò, ÷òî 
AC

MN

BD

BK
� ;  

5 3

3x x
=

−
;  5���(3 � x)���3x; 15 � 5x���3x; 

8x���15; x � 15

8
;  x���1,875. 

Îòâåò: 1,875 ñì. 

2. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.

 

Åñëè äâå ñòîðîíû îäíîãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû äâóì ñòîðîíàì äðóãîãî òðå-
óãîëüíèêà è óãëû, îáðàçîâàííûå ýòèìè ñòîðîíàìè, ðàâíû, òî òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:

åñëè 
AB
A B

AC
A C1 1 1 1

�  è �A����A1, òî GABC L GA1B1C1.
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Ïðèìåð. Â GÀÂÑ ñ îñòðûì óãëîì Ñ ïðîâåäåíû âûñîòû AM è BD. 
Äîêàçàòü, ÷òî GABC L GMDC.

Ðåøåíèå. Ó òðåóãîëüíèêîâ ÀÂÑ è MDC óãîë Ñ îáùèé.
Èç GAMC: (�AMC���90�) èìååì: 
MC���AC���cos �;

èç GDCB (�BDC���90�) èìååì: DC���BC� ��cos �, ò. å. ñòîðîíû, ïðè-
ëåæàùèå ê óãëó Ñ, ó òðå óãîëüíèêîâ ïðîïîðöèîíàëüíû. Çíà÷èò, 
GABC L GMDC ïî äâóì óãëàì.

3. Ïðèçíàê ïîäîáèÿ òðåóãîëüíèêîâ ïî òð¸ì ñòîðîíàì.

 

Åñëè ñòîðîíû îäíîãî òðå óãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû ñòî ðîíàì äðóãîãî òðåóãîëüíèêà, 
òî òðå óãîëüíèêè  ïîäîáíû: 

åñëè 
AB
A B

BC
B C

AC
A C1 1 1 1 1 1

� � ,  òî GABC L GA1B1C1.

Признаки подобия прямоугольных треугольников
1. Ïî îñòðîìó óãëó. 
Åñëè ïðÿìîóãîëüíûå òðåóãîëüíèêè èìåþò ïî 

îäíîìó ðàâíîìó îñòðîìó óãëó, òî îíè ïîäîáíû:
�A����A1 � GABC L GA1B1C1.

2. Ïî äâóì ïðîïîðöèîíàëüíûì êàòåòàì. 
Åñëè êàòåòû îäíîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü-

íèêà ïðîïîðöèîíàëüíû êàòåòàì äðóãîãî ïðÿìî-
óãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òî òàêèå òðåóãîëüíèêè 
ïîäîáíû:

AC
A C

BC
B C

ABC A B C
1 1 1 1

1 1 1= ⇒ Δ Δ~ .

3. Ïî ïðîïîðöèîíàëüíûì êàòåòó è ãèïîòåíóçå. 
Åñëè êàòåò è ãèïîòåíóçà îäíîãî ïðÿìîóãîëüíî-

ãî òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû êàòåòó è ãèïî-
òåíóçå äðóãîãî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà, òî 
òàêèå òðåóãîëüíèêè ïîäîáíû:

AB
A B

BC
B C

ABC A B C
1 1 1 1

1 1 1= ⇒ Δ Δ~ .

Сумма углов треугольника
Ñóììà óãëîâ òðåóãîëüíèêà ðàâíà 180�.

��������M�� 180�.

α γ
β
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Неравенство треугольника
Êàêîâû áû íè áûëè òðè òî÷êè, ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ 

èç íèõ íå áîëüøå ñóììû ðàññòîÿíèé îò íèõ äî òðåòüåé òî÷êè:

AB � AC���BC.

Â ëþáîì òðåóãîëüíèêå êàæäàÿ ñòîðîíà ìåíüøå ñóììû äâóõ äðó-
ãèõ ñòîðîí:

ÀB < AÑ���ÂÑ;

AC < AB���BC;

BC < AB���AC.

Теорема Пифагора
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå êâàäðàò ãèïîòåíóçû ðàâåí ñóììå 

êâàäðàòîâ êàòåòîâ:

AB2���AC2���CB2 èëè c2���a2���b2.

Следствия из теоремы Пифагора
1. Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå ëþáîé èç êàòåòîâ ìåíüøå ãè-

ïîòåíóçû.
2. Êâàäðàò êàòåòà ðàâåí ðàçíîñòè êâàäðàòîâ ãèïîòåíóçû è äðó-

ãîãî êàòåòà: 
a2���c2 � b2 è b2���c2 � a2.

3. Ïëîùàäü êâàäðàòà, ïîñòðîåííîãî íà ãèïîòåíóçå ïðÿìîóãîëü-
íîãî òðåóãîëüíèêà, ðàâíà ñóììå ïëîùàäåé êâàäðàòîâ, ïîñòðîåííûõ 
íà êàòåòàõ: 

S1���S2���S3.

Òåîðåìà, îáðàòíàÿ òåîðåìå Ïèôàãîðà. Åñëè êâàäðàò îäíîé ñòîðî-
íû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí, òî ýòîò 
òðåóãîëüíèê ïðÿìîóãîëüíûé.

Ïóñòü BA — ïåðïåíäèêóëÿð ê ïðÿìîé à, Ñ — ëþáàÿ òî÷êà ïðÿìîé 
à, îòëè÷íàÿ îò À, òîãäà ÂÑ — íàêëîííàÿ ê ïðÿìîé à, ÀÑ — ïðîåêöèÿ 
íàêëîííîé íà ïðÿìóþ à, Ñ — îñíîâàíèå íàêëîííîé, À — îñíîâàíèå 
ïåðïåíäèêóëÿðà. Åñëè ê ïðÿìîé èç îäíîé òî÷êè ïðîâåäåíû ïåðïåí-
äèêóëÿð è íàêëîííûå, òî:

1) ëþáàÿ íàêëîííàÿ áîëüøå ïåðïåíäèêóëÿðà;
2) ðàâíûå íàêëîííûå èìåþò ðàâíûå ïðîåêöèè;
3) íàêëîííûå ðàâíû, åñëè ðàâíû èõ ïðîåêöèè;
4) èç äâóõ íàêëîííûõ áîëüøå òà, ó êîòîðîé ïðîåêöèÿ áîëüøå;
5) èç äâóõ ïðîåêöèé áîëüøå òà, êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò áîëüøåé íàêëîííîé.
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Решение треугольников
Ñòîðîíû è óãëû òðåóãîëüíèêà íàçûâàþòñÿ îñíîâíûìè åãî ýëåìåíòàìè.
«Ðåøèòü òðåóãîëüíèê» îçíà÷àåò ïî òð¸ì îñíîâíûì ýëåìåíòàì òðåóãîëüíèêà íàéòè òðè 

äðóãèõ åãî îñíîâíûõ ýëåìåíòà.
Ïðè ýòîì ñðåäè çàäàííûõ ýëåìåíòîâ õîòÿ áû îäèí äîëæåí áûòü ñòîðîíîé òðåóãîëüíèêà. 

Теорема косинусов 
Êâàäðàò ëþáîé ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ äâóõ äðóãèõ ñòîðîí áåç 

óäâîåííîãî ïðîèçâåäåíèÿ ýòèõ ñòîðîí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

c2���a2���b2 � 2ab cos M�

Ñëåäñòâèÿ
1. Êîñèíóñ óãëà òðåóãîëüíèêà ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

cos γ = + −a b c
ab

2 2 2

2
.

Àíàëîãè÷íî: cos α = + −b c a
bc

2 2 2

2
, cos β = + −a c b

ac

2 2 2

2
. 

 2. Åñëè â òðåóãîëüíèêå ñî ñòîðîíàìè a, b è ñ:

a2���b2 > c2,  
òî óãîë M, ïðîòèâîëåæàùèé 

ñòîðîíå ñ, îñòðûé

a2���b2 < c2,  
òî óãîë M — òóïîé

a2���b2���c2,  
òî óãîë M — ïðÿìîé  
(îáðàòíàÿ òåîðåìà 

Ïèôàãîðà)

3. Êâàäðàò ëþáîé ñòîðîíû òðå óãîëüíèêà ðàâåí ñóììå êâàäðàòîâ 
äâóõ äðóãèõ ñòîðîí «�» óäâîåííîå ïðîèçâåäåíèå îäíîé èç íèõ íà ïðî-
åêöèþ äðóãîé. Çíàê «�» íàäî áðàòü, êîãäà ïðîòèâîëåæàùèé óãîë 
òóïîé, à çíàê «�» — êîãäà óãîë îñòðûé.

4. Åñëè a, b è ñ — ñòîðîíû òðå óãîëüíèêà, òî âûñîòà, îïóùåííàÿ íà 
ñòîðîíó ñ, ðàâíà:

h b
a b c

cc = − − −⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟

2
2 2 2

2

2
. 

5. Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå 
êâàäðàòîâ âñåõ åãî ñòîðîí:

d d a b1
2

2
2 2 22 2+ = + .

6. Åñëè a, b è ñ — ñòîðîíû òðå óãîëüíèêà, òî ìåäèàíà, ïðîâåä¸ííàÿ 
ê ñòîðîíå ñ, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð ìóëå:

m a b cc = + −1

2
2 2 2 2( ) .
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7. Äëèíà áèññåêòðèñû òðåóãîëüíèêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: 

l ab a bc = − 1 1,

ãäå lc — áèññåêòðèñà, ïðîâåä¸ííàÿ ê ñòîðîíå ñ; a1, b1 — îòðåçêè 
ñòîðîíû ñ, íà êîòîðûå äåëèò å¸ áèññåêòðèñà lc.

Теорема синусов 
Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà ïðîïîðöèîíàëüíû ñèíóñàì ïðîòèâîëåæà-

ùèõ óãëîâ:
a b c

sin sin sinα β γ
= = .

Çàìå÷àíèå. Ïîëíàÿ ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñèíóñîâ: â òðåóãîëü-
íèêå ñî ñòîðîíàìè a, b, c è ïðîòèâîëåæàùèìè èì óãëàìè �, � è M

a b c
R

sin sin sin
,

α β γ
= = = 2

ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî äàííîãî òðå óãîëüíèêà.

Ñëåäñòâèå
Â òðåóãîëüíèêå ïðîòèâ áîëüøåãî óãëà ëåæèò áîëüøàÿ ñòîðîíà, 

ïðîòèâ áîëüøåé ñòîðîíû ëåæèò áîëüøèé óãîë.

Ïðèìåð 1. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî åãî ñòîðîíå è ïðèëåæàùèì 
ê íåé óãëàì.

Äàíî: a, �, M.
Íàéòè: �, b, c.

Ðåøåíèå. ����180� � (����M). Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ: b
a

=
sin

sin
;

β
α

 c
a

=
sin

sin
.

γ
αÄàíî: a���5; ����30�; M���45�.

Íàéòè: �, b, c.
Ðåøåíèå. ����180� � (����M)���105�. 

b
a

= =
⋅ °

°
≈

⋅
≈

sin

sin

sin

sin

,

,
, ;

β
α

5 30

105

5 0 5

0 966
2 59  c

a
= ≈

⋅
≈

sin

sin

,

,
, .

γ
α

5 0 707

0 966
3 66

Îòâåò: ����105�; b���2,59; ñ���3,66.

Ïðèìåð 2. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî òð¸ì ñòîðîíàì.
Äàíî: a, b, c.
Íàéòè: �, �, M.
Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ: 

cos ;α = + −b c a
bc

2 2 2

2
 cos ;β = + −a c b

ac

2 2 2

2
 M���180� � (�����). 

Äàíî: a���2; b���3; c���4. 
Íàéòè: �, �, M.

Ðåøåíèå. cos , ;α = + − = + −
⋅ ⋅

= ≈b c a
bc

2 2 2 2 2 2

2

3 4 2

2 3 4

7

8
0 875  � � 29�;

cos , ;β = + − = + −
⋅ ⋅

=a c b
ac

2 2 2 2 2 3

2

2 4 3

2 2 4
0 688  � � 47�; M���180� � 47� � 29����104�. 

Îòâåò: ����29�; ����47�; M���104�.

R
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Ïðèìåð 3. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó ìåæäó íèìè.
Äàíî: a, b, M.
Íàéòè: �, �, ñ.
Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ íàõîäèì ñ: c2���a2���b2 � 2ab cos M.
Ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ 

cos ;α = + −b c a
bc

2 2 2

2
 ����180� � (����M).

Ïðèìåð 4. Ðåøèòå òðåóãîëüíèê ïî äâóì ñòîðîíàì è óãëó, ïðîòè-
âîëåæàùåìó îäíîé èç íèõ.

Äàíî: a, b, �.
Íàéòè: �, M, c.

Ðåøåíèå. Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ sin
sin

.β
α

=
b

a
 

Óãîë � íàéä¸ì ñ ïîìîùüþ òàáëèö èëè ìèêðîêàëüêóëÿòîðà. M���180� � (�����).

Ïî òåîðåìå ñèíóñîâ íàõîäèì ñ: c
a

=
sin

sin
.

γ
α

 

Èññëåäîâàíèå. 
Åñëè a < b, çàäà÷à èìååò ðåøåíèå, åñëè a � b sin �. Èìåþò ìåñòî äâà ñëó÷àÿ:

1) a���b sin �, òî sin
sin

,β
α

= =
b

a
1  ����90�: îäíî ðåøåíèå;

2) a > b sin �, òîãäà çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ: � ìîæåò áûòü îñòðûì è òóïûì.

 Åñëè a < b sin �, òî sin
sin

,β
α

= >
b

a
1  ðåøåíèÿ íåò;

Äàíî: a���73,5; b���86,4; ����49�.
Íàéòè: �, M, ñ.

Ðåøåíèå. Íàéä¸ì âåëè÷èíó óãëà �: sin
sin , ,

,
, .β

α
= ≈

⋅
≈

b

a

86 4 0 7547

73 5
0 887  

Ïîñêîëüêó a < b è 
b

a

sin
,

α
<1  òî çàäà÷à èìååò äâà ðåøåíèÿ:

à) � � 62�30�; M���180� � (49����62�30�) � 68�30�; c
a

= ≈
⋅

≈
sin

sin

, ,

,
, .

γ
α

73 5 0 9304

0 755
90 6  

á) �1���180� � � � 117�30�; M1���180� � (49����117�30�) � 13�30�;

 c
a

1

73 5 0 2334

0 755
22 7= ≈ ⋅ ≈sin

sin

, ,

,
, .

β
α

 

Îòâåò:  ����62�30�; M���68�30�; ñ���90,6; èëè �1���117�30�; M1���13�30�; ñ1���22,7.

Площадь треугольника
Ïëîùàäü S òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëàì:

1. S ah bh cha b c  1

2

1

2

1

2
.

2. S ab bc ac= = =
1

2

1

2

1

2
sin sin sinγ α β .
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3. S p p a p b b c= − − −( )( )( ), ãäå p
a b c= + +

2
 èëè 

S a b c a b c a b c a b c= + + − + + − + + −1

4
( )( )( )( ) .

Äàííàÿ ôîðìóëà íàçûâàåòñÿ  ôîðìóëîé Ãåðîíà.

4. S
abc

R


4
 èëè S���2R2sin � sin � sin M,

ãäå R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà.

 

5. S���p���r, ãäå p
a b c= + +

2
,  

r — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê.

6. Ïëîùàäü ðàâíîñòîðîííåãî (ïðà âèëüíîãî) òðåóãîëüíèêà ìîæ-
íî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå:

S
a

ïðàâ òð. �
2 3

4
.

7. Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíîãî òðå óãîëüíèêà:

S c h S
a b

c= ⋅ =
⋅1

2 2
; .

Ñëåäñòâèå. Ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà îáðàòíî ïðîïîðöèîíàëüíû åãî 
âûñîòàì, ò. å. 

a b c
h h ha b c

: : : : 1 1 1
.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ÷åì áîëüøå ñòîðîíà òðåóãîëüíèêà, òåì ìåíüøå âûñîòà, ïðîâåä¸ííàÿ 
ê íåé.

O

β
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Запишите в математических выражениях и обозначьте графически признаки 
равенства треугольников:
1.  _______________________________

 __________________________________

 __________________________________ 

2.  _______________________________

 __________________________________

 __________________________________ 

3.  _______________________________

 __________________________________

 __________________________________ 

� Запишите теорему косинусов:

� Запишите в математических выражениях и обозначьте графически признаки 
подобия треугольников:
1.  _______________________________

 __________________________________

 __________________________________ 

2.  _______________________________

 __________________________________

 __________________________________ 
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� Схематически нарисуйте соответствующие треугольники.
a2���b2 < c2 a2���b2���c2 a2���b2 > c2

� Запишите теорему синусов:

� Запишите к рисунку соответствующую формулу для площади треугольника:

  

 
  ___________________________________   __________________________________

  

O

 
  ___________________________________   __________________________________

Ответы на тестовые задания к неделе 23
1 — 12. 2 — 30. 3 — 60. 4 — 1. 5 — 0,5. 6 — 336.

203

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

23



НЕДЕЛЯ 24 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.1. Планиметрия

5.1.2. Параллелограмм, прямоугольник, ромб, квадрат
5.1.3. Трапеция

5.5. Измерение геометрических величин
5.5.5. Площадь треугольника, параллелограмма, трапеции, кру-

га, сектора

МНОГОУГОЛЬНИКИ
Ëîìàíîé A1A2A3…An íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òî÷åê A1, A2, A3, …, An è 

ñîåäèíÿþùèõ èõ îòðåçêîâ A1A2, A2A3, …, An–1An. Òî÷êè A1, A2, …, An íàçûâàþòñÿ âåðøè-
íàìè ëîìàíîé, à îòðåçêè A1A2, A2A3, …, An–1An — çâåíüÿìè ëîìàíîé.

Ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé, åñëè îíà íå èìååò ñàìîïåðåñå÷åíèé.

  
 ïðîñòàÿ ëîìàíàÿ ëîìàíàÿ ñ ñàìîïåðåñå÷åíèÿìè

Äëèíîé ëîìàíîé íàçûâàåòñÿ ñóììà äëèí å¸ çâåíüåâ.
Ñâîéñòâî äëèíû ëîìàíîé. Äëèíà ëîìàíîé íå ìåíüøå äëèíû îòðåç-

êà, ñîåäèíÿþùåãî å¸ êîíöû. 
A1A2���A2A3���…���An–1An � A1An.

Выпуклые многоугольники 
Ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîé, åñëè å¸ êîíöû ñîâïàäàþò. Ïðîñòàÿ 

çàìêíóòàÿ ëîìàíàÿ íàçûâàåòñÿ ìíîãîóãîëüíèêîì, åñëè å¸ ñîñåäíèå 
çâåíüÿ íå ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Âåðøèíû ëîìàíîé íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîóãîëüíèêà, à çâå-
íüÿ ëîìàíîé — ñòîðîíàìè ìíîãîóãîëüíèêà; îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå 
íåñîñåäíèå âåðøèíû ìíîãîóãîëüíèêà, íàçûâàþòñÿ äèàãîíàëÿìè. 
Ìíîãîóãîëüíèê ñ ï âåðøèíàìè, à çíà÷èò, è ñ ï ñòîðîíàìè, íàçûâàåò-
ñÿ ï-óãîëüíèêîì.

Ïëîñêèì ìíîãîóãîëüíèêîì, èëè ìíîãîóãîëüíîé îáëàñòüþ íàçûâà-
åòñÿ êîíå÷íàÿ ÷àñòü ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åííàÿ ìíîãîóãîëüíèêîì.

  
 âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íåâûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê
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Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âûïóêëûì, åñëè îí ëå-
æèò â îäíîé ïîëóïëîñêîñòè îòíîñèòåëüíî ëþáîé ïðÿ-
ìîé, ñîäåðæàùåé åãî ñòîðîíó. Ïðè ýòîì ñàìà ïðÿìàÿ 
ñ÷èòàåòñÿ ïðèíàäëåæàùåé ïîëóïëîñêîñòè.

Óãëîì âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè äàííîé âåð-
øèíå íàçûâàåòñÿ óãîë, îáðàçîâàííûé åãî ñòîðîíàìè.
Âíåøíèì óãëîì âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà ïðè äàííîé 
âåðøèíå íàçûâàåòñÿ óãîë, ñìåæíûé ñ âíóòðåííèì óãëîì 
ìíîãîóãîëüíèêà ïðè ýòîé âåðøèíå.

�BAE, �ABC — óãëû âûïóêëîãî ìíîãîóãîëüíèêà.

Сумма углов выпуклого многоугольника
Ñóììà óãëîâ âûïóêëîãî ï-óãîëüíèêà ðàâíà 180� (ï � 2):

�A1����A2���…����An���180� (n � 2).

Ñóììà âíåøíèõ óãëîâ âûïóêëîãî ï-óãîëüíèêà, âçÿ-
òûõ ïî îäíîìó ïðè êàæäîé âåðøèíå, ðàâíà 360�:

�1����2���…����ï���360��

Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ âïèñàííûì â îêðóæ-
íîñòü, åñëè âñå åãî âåðøèíû ëåæàò íà îêðóæíîñòè.

Ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ 
îïèñàííûì îêîëî îêðóæíîñòè, 
åñëè âñå åãî ñòîðîíû êàñàþòñÿ 
îêðóæíîñòè.

Ó ÷åòûð¸õóãîëüíèêà, îïèñàí-
íîãî îêîëî îêðóæíîñòè, ñóììû 
äëèí ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí 
ðàâíû:

AB���DC���AD���BC.

1. Найдите большую диагональ парал-
лелограмма ABCD, стороны которо-
го относятся как 2�
�3, а перпендику-
ляр AM, проведённый к меньшей ди-
агонали, делит её на отрезки 4 и 9.

 

2. Найдите площадь четырёхугольни-
ка, вершины которого имеют коор-
динаты (0; 3); (2; 5); (5; 2); (3; 0).

y

x0 2

2

1

1

3

3

4

5

4 5

3. Найдите площадь трапеции, диа-
гонали которой равны 4 см и 8 см, 
а угол между ними равен 30�.
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Åñëè â âûïóêëîì ÷åòûð¸õóãîëüíèêå ñóììû äëèí 
ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ðàâíû, òî â íåãî ìîæíî âïè-
ñàòü îêðóæíîñòü.

OO

Åñëè òðàïåöèÿ èëè ðîìá îïèñàíû îêîëî îêðóæíî-
ñòè, òî èõ âûñîòû ðàâíû äèàìåòðó îêðóæíîñòè.

Òåîðåìà Ïàñêàëÿ. Åñëè øåñòèóãîëüíèê âïèñàí 
â îêðóæíîñòü è ïðîòèâîïîëîæíûå åãî ñòîðîíû íåïàðàë-
ëåëüíû, òî òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé ýòèõ ñòîðîí 
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé.

Òåîðåìà Áðèàíøîíà. Åñëè øåñòèóãîëüíèê îïè-
ñàí îêîëî îêðóæíîñòè, òî ïðÿìûå, ñîåäèíÿþùèå åãî 
ïðîòèâî ïîëîæíûå âåðøèíû, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

Параллелограмм, его виды.  
Площадь параллелограмма

Ïàðàëëåëîãðàìì — ýòî ÷åòûð¸õóãîëüíèê, ó êîòîðîãî 
ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïîïàðíî ïàðàëëåëüíû.
ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì, AB || CD; BC || AD.

Свойства параллелограмма
1. Äèàãîíàëü ïàðàëëåëîãðàììà äåëèò åãî íà äâà ðàâíûõ 

òðå óãîëüíèêà.
2. Ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû.
3. Ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíû.
4. Äèàãîíàëè ïàðàëëåëîãðàììà â òî÷êå ïåðåñå÷åíèÿ 

äåëÿòñÿ ïîïîëàì:
� GABD���GCDB, �A����C; �B����D, AB���CD; BC���AD. 

ÀÎ � ÎÑ; ÂÎ � ÎD.

5. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì 
ñèììåòðèè ïàðàëëåëîãðàììà.

4. Найдите количество сторон выпук-
лого многоугольника, сумма всех 
внутренних углов которого и всех 
внешних углов, взятых по одно-
му при каждой вершине много-
угольника, равна 1440�.

5. Число диагоналей выпуклого много-
угольника равно 119. Найдите сумму 
его внутренних углов.

6. Найдите число сторон n-угольни-
ка, если три его угла составляют по 
186�, а остальные — по 126�.

7. Найдите количество сторон пра-
вильного многоугольника, внутрен-
ний угол которого на 100� больше 
его внешнего угла.

8. Найдите радиусы вписанной и опи-
санной окружностей правильного 
треугольника, если их разность рав-
на 11 см.
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6. Ñóììà óãëîâ ïàðàëëåëîãðàììà, ïðèëåæàùèõ ê îäíîé ñòîðîíå, 
ðàâíà 180�:

�A����B���180�, 

�B����C���180��

7. Ñóììà êâàäðàòîâ äèàãîíàëåé ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ñóììå êâàä-
ðàòîâ åãî ñòîðîí:

d d a b1
2

2
2 2 22 2+ = + .

Признаки параллелограмма
1. Åñëè äèàãîíàëè ÷åòûð¸õóãîëüíèêà òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äåëÿòñÿ ïîïîëàì, òî ýòîò ÷åòû-

ð¸õóãîëüíèê — ïàðàëëåëî ãðàìì.
2. Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ðàâíû äðóã äðóãó, òî ýòîò ÷åòûð¸õ-

óãîëüíèê — ïàðàëëåëîãðàìì.
3. Åñëè â ÷åòûð¸õóãîëüíèêå äâå ïðîòèâîïîëîæíûå ñòîðîíû ðàâíû è ïàðàëëåëüíû, òî ýòîò 

÷åòûð¸õóãîëüíèê — ïàðàëëåëî ãðàìì.
4. Åñëè ïðîòèâîïîëîæíûå óãëû ÷åòûð¸õóãîëüíèêà ðàâíû, òî ýòîò ÷åòûð¸õóãîëüíèê — ïà-

ðàëëåëîãðàìì.

Площадь параллелограмма
Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ñòîðîíû íà âû-

ñîòó, ïðîâåä¸ííóþ ê ýòîé ñòîðîíå:
Sïàð���b���hb.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ìîæíî íàéòè òàêæå ïî ôîðìóëå:

Sïàð���a���b���sin ��

Ñëåäñòâèå. Ïåðâàÿ ôîðìóëà ïëîùàäè ïàðàëëåëîãðàììà ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî â ïà-
ðàëëåëîãðàììå áîëüøåé áóäåò âûñîòà, ïðîâåä¸ííàÿ ê ìåíüøåé ñòîðîíå, ìåíüøåé — âûñîòà, 
ïðîâåä¸ííàÿ ê áîëüøåé ñòîðîíå.

Ïëîùàäü ïàðàëëåëîãðàììà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãîíà-
ëåé íà ñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

S d dïàð = 1

2 1 2 sinϕ .

Прямоугольник. Площадь прямоугольника
Ïðÿìîóãîëüíèê — ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå óãëû ðàâíû.

Свойства прямоугольника
1. Äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíû.
2. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïðÿìîóãîëüíèêà ÿâëÿåòñÿ öåí-

òðîì îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî ýòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà.
3. Ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ ñåðåäèíû ïðîòèâîïîëîæíûõ ñòîðîí ïðÿìî-
óãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ îñüþ ñèììåòðèè. AC���BD, ò. Î — öåíòð îïèñàí-
íîé îêðóæíîñòè, MN è KP — îñè ñèììåòðèè.
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Признаки прямоугольника
1. Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì 

è �À���90�, òî ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê.
2. Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì 

è AC���BD, òî ABCD — ïðÿìî óãîëüíèê.

Площадь прямоугольника
Ïëîùàäü ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ñìåæíûõ ñòîðîí:

Sïð���ab.

Ромб. Площадь ромба
Ðîìá — ýòî ïàðàëëåëîãðàìì, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû.
Ñâîéñòâà ðîìáà

1. Äèàãîíàëè ðîìáà äåëÿò åãî íà ÷åòûðå ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíûõ òðå-
óãîëüíèêà.

2. Äèàãîíàëè ðîìáà ïåðïåíäèêóëÿðíû è äåëÿò åãî óãëû ïîïîëàì 
(ò. å. ÀÑ è BD — áèññåêòðèñû óãëîâ ðîìáà).

3. Äèàãîíàëè ðîìáà ÿâëÿþòñÿ åãî îñÿìè ñèììåòðèè.
4. Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ðîìáà ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì âïèñàííîé 

îêðóæíîñòè.

Признаки ромба
Åñëè ABCD — ïàðàëëåëîãðàìì è

1. GAOB���GCOB���GCOD���GAOD èëè
2. AC N BD èëè
3. AC è BD — áèññåêòðèñû óãëîâ,  

òî ABCD — ðîìá.

Площадь ромба
Ïëîùàäü ðîìáà ðàâíà:

à) ïðîèçâåäåíèþ âûñî-
òû íà ñòîðîíó:

Sð���ah;

á)  ïðîèçâåäåíèþ êâàäðàòà 
ñòîðîíû íà ñèíóñ óãëà 
ðîìáà:

Sð���a
2 sin �;

â)  ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äèàãî-
íàëåé:

S d dð � 1

2 1 2 .
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Квадрат. Площадь квадрата

Êâàäðàò — ýòî ïðÿìîóãîëüíèê, ó êîòîðîãî âñå ñòîðîíû ðàâíû.
Êâàäðàò — ýòî ðîìá, ó êîòîðîãî âñå óãëû ïðÿìûå.
Êâàäðàò èìååò âñå ñâîéñòâà ðîìáà è ïðÿìîóãîëüíèêà.
Êâàäðàò — ýòî ïðàâèëüíûé ÷åòûð¸õóãîëüíèê.
Êâàäðàò èìååò ÷åòûðå îñè ñèììåòðèè: äâå äèàãîíàëè è äâà ñåðå-

äèííûõ ïåðïåíäèêóëÿðà ê ñòîðîíàì.
Òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé — öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé 

îêðóæ íîñòåé.

Площадь квадрата
Ïëîùàäü êâàäðàòà ðàâíà êâàäðàòó åãî ñòîðîíû èëè ïîëîâèíå êâà-

äðàòà äèàãîíàëè:

Sêâ���à
2 èëè S

d
êâ �

2

2
, ò. å. a

d
�

2
.

Трапеция
Òðàïåöèÿ — ÷åòûð¸õóãîëüíèê, ó êîòîðîãî äâå ïðîòèâîïîëîæíûå 

ñòîðîíû ïàðàëëåëüíû, à äâå äðóãèå — íåïàðàëëåëüíû.
Ïàðàëëåëüíûå ñòîðîíû íàçûâàþò âåðõíèì (ÂÑ) è íèæíèì (AD) 

îñíîâàíèÿìè; íåïàðàëëåëüíûå — áîêîâûìè ñòîðîíàìè.
Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ïðîòèâîïîëîæíûå âåð øèíû, íàçûâàþò 

äèà ãîíàëÿìè òðàïåöèè (ÀÑ è BD).
Âûñîòîé òðàïåöèè (ÑM N AD) íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåä¸ííûé èç ëþáîé òî÷êè 

îäíîãî îñíîâàíèÿ ê ïðÿìîé, ñîäåðæàùåé äðóãîå îñíîâàíèå.
Òðàïåöèÿ íàçûâàåòñÿ ðàâíîáîêîé (ðàâíîáåäðåííîé, ðàâíîáî÷íîé), åñëè å¸ áîêîâûå ñòî-

ðîíû ðàâíû.

Свойства равнобокой трапеции
1. Óãëû ïðè îñíîâàíèè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû, ò. å. �B����C; 

�A����D.

2. AF ED
AD BC= = −

2
;  

 AE FD
AD BC= = +

2
. 

3. Äèàãîíàëè ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíû: AC���ÂD.
4. AO���OD; BO���OC; �1����2; �3����4.
 Çàìåòèì, ÷òî åñëè âûïîëíÿåòñÿ îäíî èç óòâåðæäåíèé 1�4, òî 

òðàïå öèÿ — ðàâíîáîêàÿ.
5. Åñëè BD N AC, òî âûñîòà ðàâíîáîêîé òðàïåöèè ðàâíà ïîëóñóììå 

îñíîâàíèé: 

h
BC AD= +

2
.  

F E

O

2

4

1
3
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Òðàïåöèÿ, ó êîòîðîé îäíà áîêîâàÿ ñòîðîíà ïåðïåíäèêóëÿðíà îñíî-
âàíèÿì, íàçû âàåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé.

CE N AD; AB���CE; 
ABCE — ïðÿìîóãîëüíèê,
ED���AD � BC.

Средняя линия трапеции. Свойства трапеции
1. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé ñåðåäèíû áîêîâûõ ñòîðîí òðàïåöèè, íàçû-

âàåòñÿ ñðåäíåé ëèíèåé òðàïåöèè.
Ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè ïàðàëëåëüíà å¸ îñíîâàíèÿì è ðàâíà ïî-

ëóñóììå îñíîâàíèé:

BC || MN || AD; MN
BC AD= +

2
.

2. Â ëþáîé òðàïåöèè ñëåäóþùèå òî÷êè ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé:
• ñåðåäèíû îñíîâàíèé;
• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé;
• òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ïðîäîëæåíèé áîêîâûõ ñòîðîí.

3. Îòðåçîê, ïàðàëëåëüíûé îñíîâàíèÿì, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç òî÷êó 
ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé è ñîåäèíÿþùèé äâå òî÷êè íà áîêîâûõ 
ñòîðîíàõ, äåëèòñÿ òî÷êîé ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé ïîïîëàì. Åãî 
äëèíà l ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì ãàðìîíè÷åñêèì îñíîâàíèé òðàïåöèè à 

è b: l
ab

a b
=

+
2

. 

4. Îêîëî òðàïåöèè ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü òîãäà è òîëüêî òîãäà, 
êîãäà òðàïåöèÿ ðàâíîáîêàÿ:

AB���CD.

5. Â òðàïåöèþ ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, åñëè ñóììà îñíîâàíèé 
ðàâ íà ñóììå áîêîâûõ ñòîðîí, ïðè÷¸ì áîêîâûå ñòîðîíû «âèäíî» 
èç öåíòðà âïèñàííîé îêðóæíîñòè ïîä óãëîì 90�.
Âåðíî è îáðàòíîå:
Åñëè â òðàïåöèþ âïèñàíà îêðóæíîñòü, òî AB���CD���BC���AD è îò-

ðåçêè, ñîåäèíÿþùèå öåíòð îêðóæíîñòè ñ êîíöàìè áîêîâîé ñòîðîíû, 
ïåðïåíäèêóëÿðíû: �AOB����COD���90�.

Площадь трапеции
Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïîëóñóììû îñíîâàíèé íà 

âûñîòó:

S
a b

hòð = + ⋅
2

.

Ñëåäñòâèÿ: 
1. Ïëîùàäü òðàïåöèè ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ å¸ ñðåäíåé ëèíèè íà âû-

ñîòó:
Sòð���m���h,

 ãäå m
a b= +

2
 — ñðåäíÿÿ ëèíèÿ òðàïåöèè. 

l

h

A

B C

b

a
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2. Ïëîùàäü òðàïåöèè ìîæíî íàéòè êàê ïðîèçâåäåíèå áîêîâîé ñòîðî-
íû íà äëèíó ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî íà íå¸ èç ñåðåäèíû 
äðóãîé áîêîâîé ñòîðîíû:

Sòð���CD���MN.

3. Ïóñòü à è b — îñíîâàíèÿ òðàïåöèè. Äëèíà îòðåçêà, ïàðàëëåëüíî-
ãî îñíîâàíèÿì ñ êîíöàìè íà áîêîâûõ ñòîðîíàõ, êîòîðûé äåëèò 
ïëîùàäü òðàïåöèè ïîïîëàì, ðàâíà:

KL
a b= +2 2

2
;  SAKLD���SKBCL.

Правильные многоугольники
Âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè ó íåãî âñå ñòîðîíû è âñå óãëû 

ðàâíû.

�A1����A2����A3���…����An–1����An; A1A2���A2A3���…���An–1An��AnA1.

   
Òåîðåìà. Ïðàâèëüíûé âûïóêëûé ìíîãîóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ âïèñàí-

íûì â îêðóæíîñòü è îïèñàííûì îêîëî îêðóæíîñòè.
Ýòè îêðóæíîñòè èìåþò îäèí è òîò æå öåíòð, êîòîðûé íàçûâàåòñÿ 

öåíòðîì ìíîãîóãîëüíèêà. Óãîë, ïîä êîòîðûì âèäíà ñòîðîíà ïðàâèëü-
íîãî ìíîãîóãîëüíèêà èç åãî öåíòðà, íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíûì óãëîì 
ìíîãîóãîëüíèêà.

Âåðøèíû ïðàâèëüíîãî 2ï-óãîëüíèêà, åñëè èõ áðàòü ÷åðåç îäíó, 
ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè ïðàâèëüíîãî ï-óãîëüíèêà.

Формулы для радиусов вписанных и описанных  
правильных многоугольников

Íàéä¸ì ðàäèóñ R îïèñàííîé îêðóæíîñòè è r âïèñàííîé îêðóæíîñòè 
äëÿ ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñî ñòîðîíîé à è ÷èñëîì ñòîðîí n:

 R
a

n

= °
2

180
sin

;  r
a

n

= °
2

180
tg

.

Åñëè îáîçíà÷èòü Sn ïëîùàäü ïðàâèëüíîãî ï-óãîëüíèêà, òî ñâÿçü 
ìåæäó R, r, Sn è à ïðèâåä¸ì â òàáëèöå.

Ñòîðîíà bn ïðàâèëüíîãî îïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà âûðàæàåòñÿ 
÷åðåç ñòîðîíó an ïðàâèëüíîãî âïèñàííîãî ìíîãîóãîëüíèêà ñ òåì æå 
÷èñëîì ñòîðîí ÷åðåç ðàäèóñ R îêðóæíîñòè ôîðìóëîé:

b
Ra

R a
n

n

n

=
−

2

4 2 2
.
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Другие свойства правильных многоугольников
1. Ëþáûå äâà ïðàâèëüíûõ ï-óãîëüíèêà ïîäîáíû äðóã äðóãó. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ó íèõ ñòî-

ðîíû ðàâíû, òî ï-óãîëüíèêè òîæå ðàâíû.
2. Äèàãîíàëè ïðàâèëüíîãî øåñòèóãîëüíèêà, ïðîõîäÿùèå ÷åðåç åãî öåíòð, ðàçáèâàþò åãî íà 

øåñòü ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêîâ.
3. Ñóììà ðàññòîÿíèé îò ëþáîé òî÷êè âíóòðè ïðàâèëüíîãî ìíîãîóãîëüíèêà äî åãî ñòîðîí 

(èëè èõ ïðîäîëæåíèé) íå çàâèñèò îò ïîëîæåíèÿ òî÷êè:

h1���h2���…���hn���const.

4. Òåîðåìà Áðèàíøîíà. Åñëè øåñòèóãîëüíèê îïèñàí îêîëî îêðóæíîñòè, òî ïðÿìûå, ñîåäè-
íÿþùèå åãî ïðîòèâîïîëîæíûå âåðøèíû, ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé òî÷êå.

5. Õîðäà, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðàäèóñó è ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç åãî ñåðå-
äèíó, ðàâíà ñòîðîíå ïðàâèëüíîãî âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü òðå-
óãîëüíèêà.

6. Ó ïðàâèëüíûõ ï-óãîëüíèêîâ îòíîøåíèÿ ïåðèìåòðîâ è ðàäèóñîâ 
âïèñàííûõ è îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé ðàâíû: 

P

P

R

R

r

r
1

2

1

2

1

2

� � . 

Çàâèñèìîñòü ñòîðîíû an ïðàâèëüíîãî ï-óãîëüíèêà îò R è r

Êîëè÷åñòâî ñòîðîí Çàâèñèìîñòü an îò R è n Çàâèñèìîñòü an îò r è n

ï a R
nn = °

2
180

sin a r
nn = °

2
180

tg

3 a R3 3� a r3 2 3�

4 a R4 2� a4���2r

6 a6���R a r6
2

3
3�

Ïðèìåð 1. Ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü òðå óãîëüíèêà ðàâíà à. 
Íàéäèòå ñòîðîíó êâàäðàòà, âïèñàííîãî â îêðóæíîñòü.

Ðåøåíèå. Ñâÿçü ìåæäó ñòîðîíàìè ïðàâèëüíîãî òðå óãîëü íèêà è ÷åòûð¸õóãîëüíèêà âûðà-
æàåòñÿ ôîðìó ëàìè:

a R3 3� ;  R
a�
3

;  a R4 2� .

Ïîäñòàâèì çíà÷åíèå R, ïîëó÷èì: a
a a a

4
3

2
2

3

6

3
= ⋅ = = .  

Îòâåò: 
a 6

3
.

Ïðèìåð 2. Äîêàæèòå, ÷òî ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî 8-óãîëüíèêà âû-

÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå: a R8 2 2= − ,  ãäå R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæíîñòè.
 Ðåøåíèå. Ïóñòü ÀÂ — ñòîðîíà ïðàâèëüíîãî âîñüìèóãîëüíèêà, AO���BO���CO���R — ðàäèóñ 

îïèñàííîé îêðóæíîñòè, òîãäà AC R R R= + =2 2 2  (èç GAOC).
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GAOD — ïðÿìîóãîëüíûé.

BO N AC è �DOA����OAD���45�, DO���AD. AD
R� 2

2
 è DO

R� 2

2
.  

Íàéä¸ì BD. BD���R � DO.  BD R
R R R R= − = − = −2

2

2 2

2

2 2

2

( )
.  

GABD — ïðÿìîóãîëüíûé, ïî òåîðåìå Ïèôàãîðà:

AB2���BD2���AD2; AB
R R=

⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ + −⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ =2

2

2 2

2

2 2
( )  

R R= + − + = ⋅ ⋅ −
4

2 4 4 2 2
4 2 2

4

2 2

( )
( ) == −R 2 2. 

Îòâåò: a R8 2 2= − .  

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните таблицу:

Ìíîãîóãîëüíèê Ïëîùàäü

Ответы на тестовые задания к неделе 24
1 — 13. 2 — 12. 3 — 8. 4 — 8. 5 — 2700. 6 — 10. 7 — 9. 8 — 11; 22.
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НЕДЕЛЯ 25 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.1. Планиметрия

5.1.4. Окружность и круг
5.1.5. Окружность, вписанная в треугольник, и окружность, 

описанная около треугольника
5.5. Измерение геометрических величин

5.5.5. Площадь треугольника, параллелограмма, трапеции, кру-
га, сектора

ОКРУЖНОСТЬ

Касательная к окружности и её свойства.  
Центральный и вписанный углы.  

Длина окружности. Площадь круга

Касательная к окружности, секущая
Ïðÿìàÿ, èìåþùàÿ ñ îêðóæíîñòüþ îäíó îáùóþ òî÷êó, íàçûâàåòñÿ 

êàñàòåëüíîé ê îêðóæíîñòè. 
Ýòà îáùàÿ òî÷êà (òî÷êà Ì) íàçûâàåòñÿ òî÷êîé êàñàíèÿ.
Äëèíîé êàñàòåëüíîé, ïðîâåä¸ííîé èç òî÷êè À ê îêðóæíîñòè ñ òî÷-

êîé êàñàíèÿ Ì, ÿâëÿåòñÿ îòðåçîê ÀÌ.
Ñâîéñòâà êàñàòåëüíîé

1. Êàñàòåëüíàÿ ê îêðóæíîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó (äèàìåòðó), 
ïðîâåä¸ííîìó â òî÷êó êàñàíèÿ:

OC N AC; OB N AB.

2. Èç òî÷êè âíå êðóãà ìîæíî ïðîâåñòè ê îêðóæíîñòè äâå êàñàòåëüíûå. 
Äëèíû ýòèõ êàñàòåëüíûõ ðàâíû:

AB���AC.

Áèññåêòðèñà óãëà ìåæäó ýòèìè êàñàòåëüíûìè ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð 
îêðóæíîñòè. AO — áèññåêòðèñà �BAC.
3. Åñëè êàñàòåëüíàÿ ïàðàëëåëüíà õîð äå, òî òî÷êà êàñàíèÿ äåëèò äóãó, 

ñòÿãèâàåìóþ õîðäîé, ïîïîëàì:

åñëè MC || AB, òî !AC���!BC.

 Åñëè ïðÿìàÿ èìååò äâå îáùèå òî÷êè ñ îêðóæíîñòüþ, òî ãîâîðÿò, 
÷òî ïðÿìàÿ è îêðóæíîñòü ïåðåñåêàþòñÿ. Â òàêîì ñëó÷àå ïðÿìóþ íà-
çûâàþò ñåêóùåé.

Ñâîéñòâî ñåêóùåé: åñëè ïðÿìàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó, âíóòðåí-
íþþ îòíîñèòåëüíî îêðóæíîñòè (ò. Ñ), òî îíà ïåðåñåêàåò îêðóæíîñòü 
â äâóõ òî÷êàõ, ò. å. ÿâëÿåòñÿ ñåêóùåé.

M

214

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 2

5.
 Г

ео
ме

тр
ия

. П
ла

ни
ме

тр
ия



Центральный и вписанный углы
Óãîë ðàçáèâàåò ïëîñêîñòü íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ èç 

êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ïëîñêèì óãëîì. Ïëîñêèå óãëû ñ îá-
ùèìè ñòîðîíàìè íàçûâàþòñÿ äîïîëíèòåëüíûìè.

Öåíòðàëüíûì óãëîì â îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ïëîñ-
êèé óãîë ñ âåðøèíîé â å¸ öåíòðå.

×àñòü îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííàÿ âíóòðè ïëîñêîãî 
óãëà, íàçûâàåòñÿ äóãîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåò ñòâóþùåé 
ýòîìó öåíòðàëüíîìó óãëó.

Ãðàäóñíîé ìåðîé äóãè îêðóæíîñòè íàçûâàåòñÿ ãðà-
äóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà. 
Èíà÷å ãîâîðÿò, ÷òî öåíòðàëüíûé óãîë èçìåðÿåòñÿ äóãîé 
îêðóæíîñòè: 

!AmC����AOC.

Óãîë, âåðøèíà êîòîðîãî ëåæèò íà îêðóæíîñòè, à ñòî-
ðîíû ïåðåñåêàþò ýòó îêðóæíîñòü, íàçûâàåòñÿ âïèñàí-
íûì â îêðóæíîñòü.
�ÀÂÑ âïèñàí â îêðóæíîñòü. Åãî 
âåðøèíà Â ëåæèò íà îêðóæíî-
ñòè, à ñòîðîíû ïåðåñåêàþò îêðóæ-
íîñòü â òî÷êàõ À è Ñ.

�ÀÂÑ è �ÀÎÑ îïèðàþòñÿ 
íà äóãó AmC (èëè íà õîðäó ÀÑ). 
Ãîâîðÿò: õîðäà ÀÑ ñòÿãèâàåò 
�ÀÎÑ (èëè !AmC), èëè õîðäó ÀÑ 
âèäíî èç òî÷êè Î ïîä óãëîì ÀÎÑ.

Òåîðåìà 1. Óãîë, âïèñàííûé 
â îêðóæíîñòü, ðàâåí ïîëîâèíå 
ñîîòâåò ñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî 
óãëà.

Ñëåäñòâèÿ
1. Âñå âïèñàííûå óãëû, îïèðàþ-

ùèåñÿ íà îäíó è òó æå õîðäó 
è ëåæàùèå ïî îäíó ñòîðîíó îò 
íå¸ (èëè îïèðàþùèåñÿ íà îäíó 
è òó æå äóãó), ðàâíû.

m

O

1. Точки A, B, C, D лежат на окружности, 
AB — диаметр окружности, величи-
на угла DCB равняется 43�. Найдите 
величину угла ABD.

 

2. Через точку A, находящуюся вне 
окружности, проведена пря-
мая, которая пересекает данную 
окружность в точках K и B, при-
чём AK  =  8  см, AB  =  32  см. Найдите 
расстоя ние от точки A до центра 
данной окружности, если её радиус 
равен 12 см.

 

3. Боковая сторона равнобедренного 
треугольника — 6 см, высота, про-
ведённая к основанию, равна 4 см. 
Найдите разность между площадью 
круга, ограниченного окружностью, 
описанной около данного треуголь-
ника, и длиной этой окружности. 
В  ответ запишите результат, поде-
лённый на �.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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2. Åñëè äâà âïèñàííûõ óãëà îïèðàþòñÿ íà îäíó è òó 
æå õîðäó, à èõ âåðøèíû ëåæàò ïî ðàçíûå ñòîðîíû 
îò õîðäû, òî ñóììà ýòèõ óãëîâ ðàâíà 180�:

��������180��

3. Âñå óãëû, îïèðàþùèåñÿ íà äèàìåòð, — ïðÿìûå.

O

4. Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñòðî óãîëüíîãî 
òðåóãîëüíèêà, ëåæèò âíóòðè òðå óãîëüíèêà; îêîëî 
òóïîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà — âíå òðåóãîëüíèêà; 
îêîëî ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëü íè êà — íà ñåðåäèíå 
ãèïîòåíóçû. 

O

O
O

>

5. Ìåäèàíà ïðÿìîóãîëüíîãî òðå óãîëü íèêà, ïðîâåä¸ííàÿ 
èç âåðøèíû ïðÿìîãî óãëà, äåëèò òðå óãîëüíèê íà 
äâà ðàâíîáåäðåííûõ òðåóãîëüíèêà è ðàâíà ïîëîâèíå 
ãèïîòåíóçû è ðàäèóñó îïèñàííîé îêðóæíîñòè:

AO BO CO AB� � �
1

2
.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ

4. Катеты прямоугольного треугольни-
ка равны 40 см и 42 см. Найдите ра-
диусы описанной (R) и вписанной (r) 
в него окружностей.

( R
abc

S
�

4
,  r

S
a b c

=
+ +
2

,  

где a, b, c — стороны треугольника, 
S — площадь треугольника.)

 

5. В круговой сектор, градусная мера 
дуги которого равна 60�, вписана 
окружность радиуса 6 см. Найдите 
площадь сектора. Ответ округлить 
до сотых.

 

ДЛЯ ЗАМЕТОК



6. Ãðàäóñíûå ìåðû äóã îêðóæíîñòè, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó äâóìÿ 
ïàðàëëåëüíûìè õîðäàìè, ðàâíû: 

!ÀÂ���!CD.

Òåîðåìà 2. Óãîë, îáðàçîâàííûé êàñàòåëüíîé è õîðäîé, ðàâåí 
ïîëîâèíå äóãè, ñòÿãèâàåìîé ýòîé õîðäîé:

β = ∪ = ∠
1

2

1

2
AB AOB .

Òåîðåìà 3. Óãîë, îáðàçîâàííûé ïåðåñåêàþùèìèñÿ õîðäàìè, 
ñ âåðøèíîé âíóòðè îêðóæíîñòè, ðàâåí ïîëóñóììå ñîîòâåòñòâóþùèõ 
äóã:

β = ∪ +∪
1

2
( )AB DC .

Òåîðåìà 4. Óãîë, îáðàçîâàííûé ñåêóùèìè ê îêðóæíîñòè, ñ âåð-
øèíîé âíå îêðóæíîñòè, ðàâåí ïîëóðàçíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ äóã.

β = ∪ −∪
1

2
( )BD AC .

Ïðèìåð. Òî÷êè A, B è Ñ ëåæàò íà îêðóæíîñòè. ×åìó ðàâåí 
�ÀÂÑ, åñëè õîðäà ÀÑ ðàâíà ðàäèóñó îêðóæíîñòè?

Ñëó÷àé 1. Õîðäà ÀÑ è âåðøèíà âïèñàííîãî óãëà ëåæàò ïî ðàç-
íûå ñòîðîíû îò öåíòðà îêðóæíîñòè.

Òîãäà ∠ = ∠ABC AOC
1

2
.  AC���AO���OC���R, GAOC — ðàâíîñòîðîííèé, 

�AOC���60�, ∠ = ⋅ = °ABC
1

2
60 30 .

Îòâåò: 30�. 

Ñëó÷àé 2. Õîðäà ÀÑ è âåðøèíà âïèñàííîãî óãëà ëåæàò ïî îäíó 
ñòîðîíó îò öåíòðà îêðóæíîñòè.

Òîãäà ∠ = °− ∠ABC AOC180
1

2
;  

�ÀÎÑ���180� � 30����150�. 

Îòâåò: 150�. 
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Длина окружности. Радианная мера угла
Îêðóæíîñòü èíîãäà ðàññìàòðèâàþò êàê ïðàâèëüíûé 

ìíîãîóãîëüíèê ñ áåñêîíå÷íî áîëüøèì êîëè÷å ñòâîì ñòî-
ðîí.

Îòíîøåíèå äëèíû îêðóæíîñòè ê å¸ äèàìåòðó íå çà-
âèñèò îò îêðóæíîñòè, ò. å. îäíî è òî æå äëÿ ëþáûõ äâóõ 
îêðóæíîñòåé:

l

R

l

R
1

1

2

22 2
= = π  (� � 3,14).

Äëèíà îêðóæíîñòè ðàâíà: 

l���2�R èëè l�������D, D���2R.

Äëèíà äóãè îêðóæíîñòè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

l
R

n∪ =
°
⋅ °π

180
,  

n� — ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà; l����R, ãäå � — ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà.

Ðàäèàííóþ ìåðó óãëà ïîëó÷àþò èç ãðàäóñíîé óìíîæåíèåì íà 
π

180°
,  ò. å. α =

°
⋅ °

π
180

n ,  ãäå 

� — ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà, à n� — ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà.
Åäèíèöåé ðàäèàííîé ìåðû äóãè ÿâëÿåòñÿ óãîë â 1 ðàäèàí.
Óãîë â 1 ðàäèàí — ýòî öåíòðàëüíûé óãîë, ó êîòîðîãî äëèíà äóãè ðàâíà ðàäèóñó.

Ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà â 1 ðàäèàí ðàâíà ïðèìåðíî 
180

57
° ≈ °

π
. 

Площадь круга и его частей
Êðóãîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ òî÷åê ïëîñêîñòè, 

ðàññòîÿíèå îò êîòîðûõ äî äàííîé òî÷êè íå áîëüøå äàííîãî. Ýòà 
òî÷êà íàçûâàåòñÿ öåíòðîì êðóãà, äàííîå ðàññòîÿíèå — ðàäèóñîì 
êðóãà. Ãðàíèöåé êðóãà ÿâëÿåòñÿ îêðóæíîñòü ñ òåìè æå öåíòðîì 
è ðàäèóñîì.

Ïëîùàäü êðóãà ðàâíà ïîëîâèíå ïðîèçâåäåíèÿ äëèíû îãðàíè÷è-
âàþùåé åãî îêðóæíîñòè íà ðàäèóñ:

S R R= ⋅1

2
2( ) ;π  S����R2 èëè S

d= π 2

4
,

ãäå d���2R — äèàìåòð îêðóæíîñòè.
Êðóãîâûì ñåêòîðîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòü êðóãà, ëåæàùàÿ âíóòðè ñîîòâåòñòâóþùåãî öåí-

òðàëüíîãî óãëà.
Ïëîùàäü êðóãîâîãî ñåêòîðà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Sñåêò
R

n=
°
⋅ °π 2

360
,

ãäå n� — ãðàäóñíàÿ ìåðà ñîîòâåòñòâóþùåãî öåíòðàëüíîãî óãëà, èëè

Sñåêò =
αR2

2
,  

ãäå � — ðàäèàííàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà.
Êðóãîâûì ñåãìåíòîì íàçûâàåòñÿ îáùàÿ ÷àñòü êðóãà è ïîëóïëîñêîñòè.
Ïëîùàäü ñåãìåíòà, íå ðàâíîãî ïîëóêðóãó, âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

S
R

n S=
°
⋅ ° ±π 2

360 Δ ,
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ãäå n� — ãðàäóñíàÿ ìåðà öåíòðàëüíîãî óãëà, êîòîðûé ñîäåðæèò 
äóãó ýòîãî êðóãîâîãî ñåãìåíòà, à SG — ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ñ âåð-
øèíàìè â öåíòðå êðóãà è â êîíöàõ ðàäèóñîâ, îãðàíè÷èâàþùèõ 
ñîîòâåòñòâóþùèé ñåêòîð. Çíàê «�» íàäî áðàòü, êîãäà n� < 180�, 
à çíàê «�» íàäî áðàòü, êîãäà n� > 180�.

Åñëè n����180�, òî ïëîùàäü ïîëóêðóãà Sï/êð =
πR2

2
.  

Ïî ñêîëüêó sin (360� � n�)���sin (2� � �)���sin n�����sin �, òî ïëîùàäü 

óêàçàííîãî òðåóãîëüíèêà S RΔ = ± 1

2
2 sin ,α  è ýòà ôîðìóëà èìååò âèä:

S
R

n nс мåã =
°
⋅ ° − °⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

2

2 180

π
sin  èëè S

R
с мåã = −

2

2
( sin ),α α

ãäå n� — ãðàäóñíàÿ ìåðà óãëà, � — ðàäèàííàÿ ìåðà óãëà.

Ï ð è ì å ð . Íàéäèòå ïëîùàäü ñåêòîðà ðàäèóñà R, åñëè ñîîòâåòñòâó-
þùèé åìó öåíòðàëüíûé óãîë ðàâåí 150�.

Ðåøåíèå. S
R n R R= ⋅ °

°
= ⋅ °

°
=π π π2 2 2

360

150

360

5

12
. 

Îòâåò: S
R= 5

12

2π
. 

Окружность, описанная около треугольника
Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, åñëè 

îíà ïðîõîäèò ÷åðåç âñå åãî âåðøèíû.
Öåíòð îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî òðåóãîëüíèêà, ÿâëÿåòñÿ òî÷-

êîé ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðîâ ê ñòîðîíàì òðåóãîëüíèêà, ïðîâå-
ä¸ííûõ ÷åðåç ñåðåäèíû ýòèõ ñòîðîí.

Îêîëî ëþáîãî òðåóãîëüíèêà ìîæíî îïèñàòü îêðóæíîñòü, è òîëüêî 
îäíó.

BN���NC; KC���KA; BM���MA; OM N AB; ON N BC; OK N AC

Окружность, вписанная в треугольник
Îêðóæíîñòü íàçûâàåòñÿ âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, åñëè îíà 

êàñàåòñÿ âñåõ åãî ñòîðîí.
Öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â òðåóãîëüíèê, ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé 

ïåðåñå÷åíèÿ åãî áèññåêòðèñ.
Â ëþáîé òðåóãîëüíèê ìîæíî âïèñàòü îêðóæíîñòü, è òîëüêî 

îäíó.

Ïðèìåð. Òî÷êà êàñàíèÿ âïèñàííîé â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëü-
íèê îêðóæíîñòè äåëèò áîêîâóþ ñòîðîíó íà îòðåçêè 15 è 10 ñì, 
ñ÷èòàÿ îò âåðøèíû. Íàéäèòå ïåðèìåòð òðåóãîëüíèêà.

Ðåøåíèå: GABC — ðàâíîáåäðåííûé, çíà÷èò, BM���BN���15 ñì; 
NA���MC���10 ñì. Ïî ñâîéñòâó êàñàòåëüíûõ, âûõîäÿùèõ èç îäíîé 
òî÷êè, CM���CD���10 ñì è AD���AN���10 ñì.

Òîãäà èìååì: 
AB���BC���25 ñì; AC���20 ñì; P���2AB���AC���2���25���20���70 ñì.
Îòâåò: 70 ñì.
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Комбинация окружностей, описанных и вписанных в треугольник
Â ïðÿìîóãîëüíîì òðåóãîëüíèêå:

OK���OM���OD���r (OKCM — êâàäðàò).

Ñóììà êàòåòîâ ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ðàâíà ñóììå äèàìåò-
ðîâ âïèñàííîé è îïèñàííîé îêðóæíîñòåé:

a���b���2R���2r

èëè 

r
a b c= + −

2
,  ò. ê. R

c�
2

,

r — ðàäèóñ âïèñàííîé îêðóæíîñòè; R — ðàäèóñ îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè.

Â ðàâíîáåäðåííîì òðåóãîëüíèêå: öåíòð îêðóæíîñòè, âïèñàííîé 
â ðàâíîáåäðåííûé òðåóãîëüíèê, ëåæèò íà ìåäèàíå, âûñîòå è áèñ-
ñåêòðèñå, ïðîâåä¸ííîé ê îñíîâàíèþ. Êðîìå òîãî: 

AO — áèññåêòðèñà �À; 

OD���OM���r.
Â ðàâíîñòîðîííåì òðåóãîëüíèêå öåíòðû îêðóæíîñòè, îïèñàííîé 

îêîëî ðàâíîñòîðîííåãî òðåóãîëüíèêà, è îêðóæíîñòè, âïèñàííîé 
â íåãî, ñîâïà äàþò. Ýòî òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ  ìåäèàí, áèññåêòðèñ è âû-
ñîò ýòîãî òðåóãîëüíèêà, êîòîðóþ íàçûâàþò öåíòðîì ðàâíî ñòîðîííåãî 
òðåóãîëüíèêà.

220

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 2

5.
 Г

ео
ме

тр
ия

. П
ла

ни
ме

тр
ия



КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните таблицу:

×àñòè êðóãà Íàçâàíèå Ïëîùàäü

____________________________

____________________________

____________________________

� Заполните таблицу для радиусов вписанной и описанной окружностей:

Ôèãóðà R r

Ответы на тестовые задания к неделе 25
1 — 47. 2 — 20. 3 — 11,25. 4 — 12; 29. 5 — 169,65.
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НЕДЕЛЯ 26 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.2. Прямые и плоскости в пространстве

5.2.1. Пересекающиеся, параллельные и скрещивающиеся пря-
мые; перпендикулярность прямых

5.2.2. Параллельность прямой и плоскости, признаки и свой-
ства

5.2.3. Параллельность плоскостей, признаки и свойства
5.2.4. Перпендикулярность прямой и плоскости, признаки 

и  свойства; перпендикуляр и наклонная; теорема о трёх 
перпендикулярах

5.2.5. Перпендикулярность плоскостей, признаки и свойства
5.2.6. Параллельное проектирование. Изображение простран-

ственных фигур

ГЕОМЕТРИЯ. СТЕРЕОМЕТРИЯ

АКСИОМЫ СТЕРЕОМЕТРИИ
1. Êàêîâà áû íè áûëà ïëîñêîñòü, ñóùåñòâóþò òî÷êè, ïðèíàäëåæà-

ùèå ýòîé ïëîñêîñòè, è òî÷êè, íå ïðèíàäëåæàùèå åé. Òî÷êà À 
ëåæèò â ïëîñêîñòè � (èëè ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè �), à òî÷êà Â 
íàõîäèòñÿ âíå ïëîñêîñòè � (èëè íå ïðèíàäëåæèò ïëîñêîñòè �). 
Êîðîòêî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: À � �, Â ' �.

2. Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî îíè 
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé, ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó. Äâå ðàç-
ëè÷íûå ïëîñêîñòè, êîòîðûå èìåþò îáùóþ òî÷êó, íàçûâàþòñÿ 
ïåðåñåêàþùèìèñÿ.

3. Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïðÿìûå èìåþò îáùóþ òî÷êó, òî ÷åðåç íèõ 
ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

ТЕОРЕМЫ СТЕРЕОМЕТРИИ
Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-

ùåé ÷åðåç äàííóþ ïðÿìóþ è äàííóþ òî÷êó. ×åðåç ïðÿìóþ è íå ëåæà-
ùóþ íà íåé òî÷êó ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Òåîðåìà î ñóùåñòâîâàíèè è åäèíñòâåííîñòè ïëîñêîñòè, ïðîõîäÿ-
ùåé ÷åðåç òðè òî÷êè. ×åðåç òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿ-
ìîé, ìîæíî ïðîâåñòè ïëîñêîñòü, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

�

A

B

�

�
A

a

�

A

a

b

�A

a
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Åñëè À, Â, Ñ — òî÷êè, íå ëå-
æàùèå íà îäíîé ïðÿìîé, òî ïëîñ-
êîñòü, ñîäåðæàùàÿ èõ, îáîçíà÷à-
åòñÿ òàê: (ÀÂÑ). 

Òåîðåìà î ïðèíàäëåæíîñòè ïðÿìîé ïëîñêîñòè. Åñëè 
äâå òî÷êè ïðÿìîé ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè, òî è âñÿ 
ïðÿìàÿ ïðèíàäëåæèò ýòîé ïëîñêîñòè.

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðÿìàÿ à ìîæåò ëåæàòü 
â ïëîñêîñòè � (êîðîòêî ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: a F �), 
ïðÿìàÿ à ìîæåò íå ëåæàòü â ïëîñêîñòè � (ïðÿìàÿ èìååò 
ñ ïëîñêîñòüþ íå áîëåå îäíîé îáùåé òî÷êè). Åñëè ïðÿìàÿ 
è ïëîñêîñòü èìåþò òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó, òî ãîâî-
ðÿò, ÷òî îíè ïåðåñåêàþòñÿ. 

A
B

� A

�

a

ВЗАИМНОЕ РАСПОЛОЖЕНИЕ  
ПРЯМЫХ И ПЛОСКОСТЕЙ 

В ПРОСТРАНСТВЕ 
Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëü-

íûìè, åñëè îíè ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è íå ïåðå-
ñåêàþòñÿ. Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ à è b îáîçíà÷àåòñÿ 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: a || b.

b

a

Òåîðåìà î åäèíñòâåííîñòè ïðÿìîé, ïàðàëëåëüíîé äàí-
íîé. ×åðåç òî÷êó âíå äàííîé ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ ýòîé ïðÿìîé, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Признак параллельности прямых
Äâå ïðÿìûå ïàðàëëåëüíûå òðå-

òüåé ïðÿìîé — ïàðàëëåëüíû: åñëè 
a || b, a || c, òî b || c.

Ïðÿìàÿ è ïëîñêîñòü íàçûâàþòñÿ 
ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè íå èìåþò 
îáùèõ òî÷åê. Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿ-
ìîé à è ïëîñêîñòè � îáîçíà÷àåòñÿ 
òàê: a || �.

A

C

B

�

a

b

�

1. Плоскость � пересекает стороны AB 
и AC �ABC в точках B1 и C1 соответ-
ственно. BC ��� B1C1 ��1 см.

BB1 :�B1A � 3 :1. Найдите BC.

2. Прямая a параллельна плоскости �� 
Через точки A и B прямой a проведе-
ны параллельные прямые, которые 
пересекают плоскость � в точках A1  
и B1 соответственно. Найдите пло-
щадь четырёхугольника AA1B1B , если 
A1B1 ��13 см; AA1 ��14 см; A1B ��15 см.

3. Две параллельные плоскости �  и 
�  пересекают сторону BA угла ABC 
в точках D и D1, а сторону BC  — со-
ответственно в точках E и E1. Из-
вестно, что BD ��12  см, BD1 ��18  см, 
D1E1 ��15 см. Найдите длину отрезка 
DE.

4. Из точки вне плоскости проведены 
перпендикуляр длиной 6 см и на-
клонная длиной 9 см. Найдите про-
екцию перпендикуляра на наклон-
ную.
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Признак параллельности прямой 
и  плоскости

Åñëè ïðÿìàÿ, íå ïðèíàäëåæàùàÿ ïëîñêîñòè, ïàðàë-
ëåëüíà êàêîé-íèáóäü ïðÿìîé â ýòîé ïëîñêîñòè, òî îíà ïà-
ðàëëåëüíà è ñàìîé ïëîñêîñòè. Åñëè a || b, b F �, òî a || �.

Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ, åñëè 
îíè íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè. Ïðÿìûå à è b ñêðåùè-
âàþùèåñÿ, ýòî îáîçíà÷àåòñÿ òàê: a O b.

�

b

a

Признак скрещивающихся прямых
Åñëè îäíà èç äâóõ ïðÿìûõ ëåæèò â íåêîòîðîé ïëî-

ñêîñòè, à äðóãàÿ ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ýòó ïëîñêîñòü â òî÷-
êå, íå ëåæàùåé íà ïåðâîé ïðÿìîé, òî ýòè ïðÿìûå — 
ñêðåùèâàþùèåñÿ.

Äâà îòðåçêà íàçûâàþòñÿ ñêðåùèâàþùèìèñÿ, åñëè 
îíè ëåæàò íà ñêðåùèâàþùèõñÿ ïðÿìûõ.

Äâå ïðÿìûå â ïðîñòðàíñòâå ìîãóò:
1) ïåðåñåêàòüñÿ, ò. å. èìåòü îäíó 

îáùóþ òî÷êó;

2) áûòü ïàðàëëåëüíûìè, ò. å. ëå-
æàòü â îäíîé ïëîñêîñòè è íå 
ïåðåñåêàòüñÿ;

3) áûòü ñêðåùèâàþùèìèñÿ, ò. å. 
íå ëåæàòü â îäíîé ïëîñêîñòè.

Óãëîì ìåæäó äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè 
íàçûâàåòñÿ óãëîâàÿ ìåðà ìåíüøåãî óãëà, îáðàçîâàííîãî 
ýòèìè ïðÿìûìè. Î÷åâèäíî, 0� < � � 90�, ãäå � — óãîë 
ìåæäó äâóìÿ ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè. Óãîë ìåæäó 
ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè ñ÷èòàþò ðàâíûì íóëþ. 

a

b

ba

b

a

5. Из точки к плоскости проведен пер-
пендикуляр длиной 12 и наклонная, 
проекция которой равна 5. Найдите 
проекцию перпендикуляра на на-
клонную. Ответ округлите до деся-
тых.

6. Точка M находится на одинаковом 
расстоянии от всех сторон пра-
вильного треугольника со стороной 
12 3  см и удалена от плоскости 
треугольника на 8 см. Найдите рас-
стояние от точки M до сторон тре-
угольника.

7. В GABC ��C = 90�, ��A = 30�, больший 
катет 6 см. Из вершины угла B про-
ведён перпендикуляр BK � 2 6  см 
к плоскости GABC. Найдите рассто-
яние от точки K до AC.

8. На изображении ромба ABCD по-
строили изображение его высоты 
BK. Найдите отношение AK : AD, если 
угол ромба равен 60�.
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Óãëîì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó 
ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè, êîòîðûå ïàðàëëåëüíû äàííûì ñêðåùèâà-
þùèìñÿ ïðÿìûì. (Óãîë ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè à è b ðà-
âåí �, òàê êàê óãîë ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè a1 è b1 ðàâåí � 
è a1 || a, b1 || b.)

Äâå ïëîñêîñòè íàçûâàþòñÿ ïàðàëëåëüíûìè, åñëè îíè íå ïåðåñåêà-
þòñÿ. Ïëîñêîñòè � è � ïàðàëëåëüíû. Ïàðàëëåëüíîñòü ïëîñêîñòåé � è � 
îáîçíà÷àåòñÿ òàê: � || �.

Ïðèçíàê ïàðàëëåëüíîñòè ïëîñêîñòåé. Åñëè äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ 
ïðÿìûå îäíîé ïëîñêîñòè ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíû äâóì ïåðåñåêàþ-
ùèìñÿ ïðÿìûì äðóãîé ïëîñêîñòè, òî ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû. 

Åñëè a || a1, b || b1, a F �, b F �, a1 F �, b1 F �, òî � || �.
Åäèíñòâåííîñòü è ñóùåñòâîâàíèå ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëüíîé äàííîé 

ïëîñêîñòè. ×åðåç òî÷êó âíå äàííîé ïëîñêîñòè ìîæíî ïðîâåñòè ïëî-
ñêîñòü, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé, è ïðèòîì òîëüêî îäíó.

Свойства параллельных плоскостей

1. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïëîñêîñòè ïåðå-
ñåêàþòñÿ òðåòüåé, òî ïðÿìûå ïåðåñå÷å-
íèÿ ïàðàëëåëüíû. (� || �, M ïåðåñåêàåò � 
ïî ïðÿìîé à, M ïåðåñåêàåò � ïî ïðÿìîé 
b, òîãäà a || b.)

a

b

�

�

M

2. Îòðåçêè ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, çàêëþ-
÷¸ííûõ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêî-
ñòÿìè, ðàâíû. (� || �, AB || CD, A � �, 
C � �, B � �, D � �, çíà÷èò, ÀÂ � CD.)

�

�

A

B

C

D

Свойства параллельных проекций
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîåêòèðóåìûå ïðÿìûå íå ïàðàëëåëüíû ïðîåêòèðóþùåé ïðÿìîé. 

Òîãäà: 
1) ïðÿìîëèíåéíûå îòðåçêè ôèãóðû ïðîåêòèðóþòñÿ â îòðåçêè;

�

B

B1

A

A1

�

b1

a1

b

a

�b

a

�b1

a1

225

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

11

12

13

14

15

16

17

18

19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

26



2) ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè ôèãóðû ïðîåêòèðóþòñÿ â ïàðàëëåëüíûå îòðåçêè èëè â îòðåçêè 
îäíîé ïðÿìîé;

A1
�

т

A B1

B

C

D

D1

C1      �

A
B

C D

C1A1
B1

D1

3) åñëè òî÷êà äåëèò îòðåçîê, òî ïàðàëëåëüíàÿ ïðîåêöèÿ ýòîé òî÷-
êè äåëèò ïðîåêöèþ îòðåçêà â òîì æå îòíîøåíèè: 

AC
CB

A C

C B
� 1 1

1 1

;  

4) åñëè äâà îòðåçêà ïàðàëëåëüíû, òî èõ ïàðàëëåëüíûå ïðîåêöèè 
îòíîñÿòñÿ, êàê ýòè îòðåçêè: 

AB
CD

A B

C D
� 1 1

1 1

.

Перпендикулярность прямых и плоскостей
Ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü, íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêó-

ëÿðíîé ýòîé ïëîñêîñòè, åñëè îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà ëþáîé ïðÿìîé, 
ëåæàùåé â ýòîé ïëîñêîñòè. Ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé à è ïëîñ-
êîñòè � îáîçíà÷àåòñÿ òàê: à N �. 

Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè. Åñëè ïðÿ-
ìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà äâóì ïåðåñåêàþùèìñÿ ïðÿìûì, ëåæàùèì 
â ïëîñêîñòè, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà äàííîé ïëîñêîñòè.

Свойства перпендикулярных прямой и плоскости
1. Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû îäíîé è òîé æå ïëîñêîñòè, 

òî ýòè ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû: åñëè à N � è b N �, òî a || b.
2. Åñëè ïëîñêîñòü ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ 

ïðÿìûõ, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è äðóãîé: åñëè � N a è a || b, 
òî b N a.

3. Åñëè ïðÿìàÿ ïåðïåíäèêóëÿðíà îäíîé èç äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïëî-
ñêîñòåé, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è äðóãîé: åñëè � || � è a N �, 
òî a N �.

4. Åñëè äâå ðàçëè÷íûå ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû îäíîé è òîé 
æå ïðÿìîé, òî ýòè ïëîñêîñòè ïàðàëëåëüíû: åñëè � N a è � N a, 
òî � || �.
Ïåðïåíäèêóëÿðîì, îïóùåííûì èç äàííîé òî÷êè íà äàííóþ ïëî-

ñêîñòü, íàçûâàåòñÿ îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äàííóþ òî÷êó ñ òî÷êîé 
ïëîñêîñòè è ëåæàùèé íà ïðÿìîé, ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ïëîñêîñòè. 
Êîíåö ýòîãî îòðåçêà, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì 
ïåðïåíäèêóëÿðà.

Íàêëîííîé, ïðîâåä¸ííîé èç äàííîé òî÷êè ê äàííîé ïëîñêîñòè, 
íàçûâàåòñÿ ëþáîé îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äàííóþ òî÷êó ñ òî÷êîé ïëî-
ñêîñòè, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì ê ïëîñêîñòè. Êîíåö ýòîãî 
îòðåçêà, ëåæàùèé â ïëîñêîñòè, íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì íàêëîííîé.

A

B

C

�

A1 B1C1

�

a

a b

�

�

�

a
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Îòðåçîê, êîòîðûé ñîåäèíÿåò îñíîâàíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðà è íà-
êëîííîé, ïðîâåä¸ííûõ èç îäíîé è òîé æå òî÷êè, íàçûâàåòñÿ ïðîåê-

öèåé íàêëîííîé íà ïëîñêîñòü. (ÀÂ — ïåðïåíäèêóëÿð ê ïëîñêîñòè �. 

ÀÑ — íàêëîííàÿ ê ïëîñêîñòè �. ÂÑ — ïðîåêöèÿ íàêëîííîé ÀÑ íà 

ïëîñêîñòü �.)

Åñëè èç äàííîé òî÷êè ïðîâåäåíû ïåðïåíäèêóëÿð è íàêëîííàÿ, 

òî ïåðïåíäèêóëÿð êîðî÷å íàêëîííîé.

Òåîðåìà î òð¸õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ. Åñëè ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â ïëî-

ñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðîåêöèè íàêëîííîé íà ýòó ïëîñêîñòü, òî 

îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è ñàìîé íàêëîííîé. È îáðàòíî: åñëè ïðÿìàÿ, 

ëåæàùàÿ â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêóëÿðíà íàêëîííîé, òî îíà ïåðïåí-

äèêóëÿðíà è ñàìîé ïðîåêöèè íà ýòó ïëîñêîñòü. (ÀÎ — ïåðïåíäèêó-

ëÿð, ÀÂ — íàêëîííàÿ, ÎÂ — ïðîåêöèÿ íàêëîííîé, ñ — ïðÿìàÿ 

ïëîñêîñòè. Åñëè OB N c, òî AB N c è îáðàòíî: åñëè c N AB, òî OB N c. 
Çàìåòèì, ÷òî ïðÿìàÿ ñ ìîæåò è íå ïåðåñåêàòüñÿ ñ AB.)

Расстояния между точками,  
прямыми и плоскостями

Ðàññòîÿíèåì îò òî÷êè äî ïëîñêîñòè íà-

çûâàåòñÿ äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííî-

ãî èç ýòîé òî÷êè íà ïëîñêîñòü. Ðàññòîÿíèåì 

îò òî÷êè À äî ïëîñêîñòè � ÿâëÿåòñÿ äëèíà 

ïåðïåíäèêóëÿðà ÀÎ.

�
O

A

Ðàññòîÿíèåì îò ïðÿìîé äî ïàðàëëåëü-

íîé åé ïëîñêîñòè íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå 

îò ëþáîé òî÷êè ýòîé ïðÿìîé äî ïëîñêîñòè. 

(a || �, AO N �, çíà÷èò, ðàññòîÿíèåì îò ïðÿ-

ìîé à äî ïëîñêîñòè � ÿâëÿåòñÿ äëèíà ïåð-

ïåíäèêóëÿðà ÀÎ.)

�
O

Aa

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè 

ïëîñêîñòÿìè íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèå îò ëþ-

áîé òî÷êè îäíîé ïëîñêîñòè äî äðóãîé ïëî-

ñêîñòè. � || �, A � �, AO N �, O � �, òîãäà 

ðàññòîÿíèåì ìåæäó ïëîñêîñòÿìè � è � ÿâëÿ-

åòñÿ äëèíà ïåðïåíäèêóëÿðà ÀÎ.

� O

A

�

Ðàññòîÿíèåì ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ 

ïðÿìûìè íàçûâàåòñÿ äëèíà èõ îáùåãî ïåð-

ïåíäèêóëÿðà (îòðåçêà ñ êîíöàìè íà ýòèõ 

ïðÿìûõ, ÿâëÿþùåãîñÿ ïåðïåíäèêóëÿðîì 

ê êàæäîé èç ïðÿìûõ).

Ïðÿìûå a è b ñêðåùèâàþùèåñÿ, A � a, 

B � b, AB N a, AB N b, çíà÷èò, ðàññòîÿíèåì 

ìåæäó ïðÿìûìè à è b ÿâëÿåòñÿ äëèíà îò-

ðåçêà ÀÂ.

A

a

b
B

�

A

B
C

A

B
O

c

�
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Ïðèìåð. Íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ äèà-

ãîíàëÿìè ñìåæíûõ ãðàíåé êóáà, äëèíà ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà à.

Ðåøåíèå: ïóñòü ABCDA1B1C1D1 — êóá.

Íàéä¸ì ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AD1 è DC1. ×åðåç ïðÿ-

ìûå AD1 è D1B1 ïðîâîäèì ïëîñêîñòü AD1B1. ×åðåç ïðÿìûå DC1 

è BD ïðîâîäèì ïëîñêîñòü BDC1. Ïëîñêîñòè AD1B1 è BDC1 ïà-

ðàëëåëüíû. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè AD1 

è DC1 ðàâíî ðàññòîÿíèþ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè 

AD1B1 è BDC1. Òàê êàê A1C — íàêëîííàÿ ê ïëîñêîñòè ÀÂÑ, 

à ÀÑ — ïðîåêöèÿ ýòîé íàêëîííîé è AC N BD, òî ïî òåîðåìå 
î òð¸õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ A1C N BD. Òàê êàê A1C — íàêëîí-
íàÿ ê ïëîñêîñòè CDD1, à CD1 — ïðîåêöèÿ ýòîé íàêëîííîé è CD1 N DC1, òî A1C N DC1. 
Òàê êàê A1C N BD, A1C N DC, òî A1C N (BDC1). Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè 
BDC1 è B1D1A ðàâíî SS1 (ãäå S è S1 — òî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëè A1C êóáà ñ ïëîñêîñòÿ-
ìè AD1B1 è BDC1). Èç ñå÷åíèÿ AA1C1C èìååì: 

SS A C AC AA AD DC AA a a a a
a

1 1
2

1
2 2 2

1
2 2 2 21

3

1

3

1

3

1

3

1

3
3

3= = + = + + = + + = =( ) ( )
33

Îòâåò: 
a 3

3
.  

ПОСТРОЕНИЯ В СТЕРЕОМЕТРИИ
Â ñòåðåîìåòðèè èçîáðàæåíèåì ôèãóðû íàçûâàþò ëþáóþ ôèãóðó, ïîäîáíóþ ïàðàëëåëü-

íîé ïðîåêöèè äàííîé ôèãóðû íà íåêîòîðóþ ïëîñêîñòü.
Ðåøåíèå çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå â ïðîñòðàíñòâå îòëè÷àåòñÿ îò ðåøåíèÿ çàäà÷ íà ïî-

ñòðîåíèå íà ïëîñêîñòè. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ íà ïîñòðîåíèå â ïðîñòðàíñòâå îïèñûâàåòñÿ 
è ëîãè÷åñêè îáîñíîâûâàåòñÿ õîä ïîñòðîåíèÿ, êîòîðûé ñîïðîâîæäàåòñÿ ñõåìàòè÷åñêèìè 
ðèñóíêàìè.

Ïëîñêîñòü ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåííîé, åñëè óêàçàíû ýëåìåíòû, îïðåäåëÿþùèå å¸ ïîëîæåíèå 
(òðè òî÷êè, íå ëåæàùèå íà îäíîé ïðÿìîé; ïðÿìàÿ è òî÷êà, ëåæàùàÿ âíå ïðÿìîé; äâå ïåðå-
ñåêàþùèåñÿ èëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå).

Ëèíèÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé ñ÷èòàåòñÿ ïîñòðîåííîé, åñëè îïðåäåëåíû ïåðåñåêàþùèå-
ñÿ ïëîñêîñòè.

Â ïëîñêîñòè, êîòîðàÿ îïðåäåëåíà, ìîæíî âûïîëíèòü âñå ïîñòðîå-
íèÿ, ïîëüçóÿñü ìåòîäàìè, èçó÷åííûìè â ïëàíèìåòðèè.

Ñå÷åíèåì òåëà íàçûâàåòñÿ ÷àñòü ñåêóùåé ïëîñêîñòè, îãðàíè÷åí-
íîé ëèíèÿìè ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïëîñêîñòè ñ ïîâåðõíîñòüþ òåëà. 

Ïðè ïîñòðîåíèè ñå÷åíèÿ òåëà íåîáõîäèìî:
1) îïðåäåëèòü ïîëîæåíèå ñåêóùåé ïëîñêîñòè;
2) íàéòè ëèíèþ ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ïîâåðõíîñòüþ 

òåëà.

Ïðèìåð 1. ×åðåç êîíöû òð¸õ ð¸áåð ÎÀ, ÎÂ, ÎÑ ïðÿìîóãîëü-
íîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü ABC. Äèàãîíàëü OD ïà-

ðàëëåëåïèïåäà ïåðåñåêàåò ýòó ïëîñêîñòü â òî÷êå Ì. Äîêàçàòü, ÷òî 

OM OD� 1
3

. 

A

B

D

A1

B1

D1

C

C1

O

O1

S

S1
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ð — ñåðåäèíà îòðåçêà ÀÂ. Ïîñêîëüêó GDMC L GOMP, òî 

PM
MC

OM
MD

OP
DC

� � � 1
2

.  Ñëåäîâàòåëüíî, MD � 2 � ÎÌ è, çíà÷èò, OD OM OM OD= ⋅ ⇔ =3 1
3

.

A

B

D

C

F

O
M

P
 

M

F

DC

O

Îòâåò: óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.

Ïðèìåð 2.  Ïîñòðîèòü ñå÷åíèå êóáà 
ABCDA1B1C1D1 ïëîñêîñòüþ, ïðîõîäÿùåé 
÷åðåç ñåðåäèíû K, L, Ì ð¸áåð ÀÀ1, ÑÑ1, 
DC.

Ïîñòðîåíèå. Ñåêóùàÿ ïëîñêîñòü � îïðå-
äåëÿåòñÿ òî÷êàìè K, L, Ì, íå ëåæàùèìè íà 
îäíîé ïðÿìîé.

Íàéä¸ì ïðÿìûå, ïî êîòîðûì � ïåðåñå-
êàåò ïëîñêîñòè ãðàíåé êóáà. L è Ì — îá-
ùèå òî÷êè ïëîñêîñòè � è ïëîñêîñòè ãðà-
íè DCC1D1, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ïëîñêîñòè 
ïåðåñåêàþòñÿ ïî ïðÿìîé ML. Ïðÿìûå 
LM è DD1, LM è D1C1 ëåæàò â ïëîñêîñòè 
DD1C1C, ïðÿìûå LM è DD1 ïåðåñåêàþòñÿ 
â òî÷êå X, ïðÿìûå LM è D1C1 — â òî÷êå Y.

Òî÷êè X è K — îáùèå òî÷êè ïëîñêîñòè 
à è ïëîñêîñòè ãðàíè DD1A1A, îíè îïðåäåëÿ-
þò ïðÿìóþ KX, êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò ïðÿìóþ 
A1D1 â òî÷êå Z, à ðåáðî AD â òî÷êå N.

Òî÷êè Y è Z ïðèíàäëåæàò ïëîñêîñòè � è ïëîñêîñòè ãðàíè A1B1C1D1. Ïðÿìàÿ YZ ïåðå-
ñåêàåò ð¸áðà A1B1 è B1C1 â òî÷êàõ Ð è Q. Èòàê, èñêîìîå ñå÷åíèå — PQLMNK.

Îòâåò: ñå÷åíèå ïîñòðîåíî.

УГЛЫ В СТЕРЕОМЕТРИИ
Óãëîì ìåæäó ïðÿìîé è ïëîñêîñòüþ íà-

çûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ïðÿìîé è å¸ ïðîåêöè-
åé íà ïëîñêîñòü. Åñëè � — óãîë ìåæäó ïðÿ-
ìîé è ïëîñêîñòüþ, òî 0� � � � 90�.

�

a

a1

�

Äâå ïåðåñåêàþùèåñÿ ïëîñêîñòè íàçû-
âàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, åñëè òðåòüÿ 
ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ïðÿìîé ïåðå-
ñå÷åíèÿ ýòèõ ïëîñêîñòåé, ïåðåñåêàåò èõ ïî 
ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïðÿìûì. (� N �, òàê êàê 
M N c è aN b.)

�M

� a

b
c

X

Y

L

M

NA

Z

P

Q

B

D

K

A1

B1

D1

C

C1
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Óãëîì ìåæäó íàêëîííîé è ïëîñêîñòüþ 
íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó íàêëîííîé è å¸ 
ïðîåêöèåé íà äàííóþ ïëîñêîñòü. Åñëè � — 
óãîë ìåæäó íàêëîííîé è ïëîñêîñòüþ, òî 
0� < � < 90�.

A

B
C

�

�

Ïðèçíàê ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïëîñêî-
ñòåé. Åñëè ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç ïðÿ-
ìóþ, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ äðóãîé ïëîñêîñòè, 
òî ýòè ïëîñêîñòè ïåðïåíäèêóëÿðíû. (Åñëè 
b N � è � ïðîõîäèò ÷åðåç b, òî � N �.)

�

�

a

b

Свойства перпендикулярных плоскостей:
1. Ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, 

ïåðåñåêàåò èõ ïî ïåðïåíäèêóëÿðíûì ïðÿìûì. Åñëè � N �, M N c, òî a N b.
2. Åñëè ïðÿìàÿ, ëåæàùàÿ â îäíîé èç äâóõ ïåðïåíäèêóëÿðíûõ ïëîñêîñòåé, ïåðïåíäèêó-

ëÿðíà ëèíèè èõ ïåðåñå÷åíèÿ, òî îíà ïåðïåíäèêóëÿðíà è äðóãîé ïëîñêîñòè. Åñëè � N �,  
b N a, òî b N a.
Óãîë ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïëîñêîñòÿìè ñ÷èòàåòñÿ ðàâíûì 

íóëþ.
Óãëîì ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïëîñêîñòÿìè íàçûâàåòñÿ óãîë 

ìåæäó ïðÿìûìè ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïëîñêîñòåé ñ ïëîñêîñòüþ, 
ïåðïåíäèêóëÿðíîé ê ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ äàííûõ ïëîñêîñòåé. Åñ-
ëè M N c, òî � — óãîë ìåæäó ïëîñêîñòÿìè, 0� � � � 90�.

Äâóãðàííûì óãëîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, îáðàçîâàííàÿ äâóìÿ 
ïîëóïëîñêîñòÿìè ñ îáùåé îãðàíè÷èâàþùåé èõ ïðÿìîé. Ïîëóïëîñ-
êîñòè íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè, à îãðàíè÷èâàþùàÿ èõ ïðÿìàÿ — ðåáðîì äâóãðàííîãî óãëà.

Ëèíåéíûì óãëîì äâóãðàííîãî óãëà íàçûâàåòñÿ óãîë ìåæäó ëó÷àìè, ïî êîòîðûì ïëîñ-
êîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíàÿ ðåáðó äâóãðàííîãî óãëà, ïåðåñåêàåò ãðàíè. (� N c, � — ëèíåéíûé 
óãîë äâóãðàííîãî óãëà, 0� � � � 180�.)

Îðòîãîíàëüíûì (èëè ïðÿìîóãîëüíûì) ïðîåêòèðîâàíèåì íàçû-
âàåòñÿ ïàðàëëåëüíîå ïðîåêòèðîâàíèå, ïðè êîòîðîì ïðîåêòèðóåìûå 
ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû ê ïëîñêîñòè ïðîåêöèè.

Òåîðåìà. Ïëîùàäü îðòîãîíàëüíîé ïðîåêöèè ìíîãîóãîëüíèêà 
íà ïëîñêîñòü ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ åãî ïëîùàäè íà êîñèíóñ óã-
ëà ìåæäó ïëîñêîñòüþ ìíîãîóãîëüíèêà è ïëîñêîñòüþ ïðîåêöèè: 
S � S1 cos �.

Òðåõãðàííûì óãëîì (SABC) íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòàâëåííàÿ 
èç òð¸õ ïëîñêèõ óãëîâ (ASB, BSC è CSA). Ýòè óãëû íàçûâàþòñÿ 
ãðàíÿìè òð¸õãðàííîãî óãëà, à èõ ñòîðîíû — ð¸áðàìè. Îáùàÿ âåð-
øèíà ïëîñêèõ óãëîâ íàçûâàåòñÿ âåðøèíîé òð¸õãðàííîãî óãëà.

Ìíîãîãðàííûì óãëîì SA1A2A3 ... An íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñî-
ñòàâëåííàÿ èç n ïëîñêèõ óãëîâ A1SA2, A2SA3, A3SA4, ..., An–1SAn, 
AnSA1. S — âåðøèíà; SA1, SA2, ..., SAn — ð¸áðà, �A1SA2, �A2SA3, 
..., �AnSA1 — ãðàíè ìíîãîãðàííîãî óãëà. Â çàâèñèìîñòè îò ÷èñëà 
ãðàíåé ðàçëè÷àþò òð¸õãðàííûå, ÷åòûð¸õãðàííûå è ïðî÷èå óãëû.

�

M

�

a

b

c

�

�

A

A1
B

B1

C1

S

S1

C

A B

C

S
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Ïðèìåð. Â òð¸õãðàííîì óãëå äâà ïëîñêèõ óãëà — ïî 45�, à òðåòèé ïëîñêèé óãîë ðàâåí 
60�. Íàéòè äâóãðàííûé óãîë, ïðîòèâîëåæàùèé òðåòüåìó ïëîñêîìó óãëó.

Ðåøåíèå: ïóñòü SABC — äàííûé òð¸õãðàííûé óãîë, 
�ASB � �ASC � 45�, �BSC � 60�.
×åðåç òî÷êó D ðåáðà SA ïðîâåä¸ì DB N SA, DC N SA. GDSB � 

� GDSC (ïî êàòåòó è ïðèëåæàùåìó îñòðîìó óãëó: SD — îáùèé, 
�DSB � �DSC � 45�) è, çíà÷èò, SB � SC è DB � DC. Ïóñòü SD � x, 

òîãäà èç GSDC: DC � x, SC SD x=
°
=

cos
.

45
2  GBSC — ïðàâèëüíûé è, 

çíà÷èò, BC x� 2. 
Äàëåå, èç GBDC ïî òåîðåìå êîñèíóñîâ:

BC2 � DC2 + DB2 – 2DC � DB � cos�BDC ⇒ ∠ = + −
⋅ ⋅

= + −
⋅ ⋅

=cos .BDC
DC DB BC

DC DB
x x x

x x

2 2 2 2 2 2

2

2

2
0  

Çíà÷èò, �BDC � arccos 0 � 90�. 

Îòâåò: 90�.

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Запишите свойства параллельных проекций:
1.  ________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

2.  ________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

3.  ________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

4.  ________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

 ___________________________________________________________________________

Ответы на тестовые задания к неделе 26
1 — 4. 2 — 168. 3 — 10. 4 — 4. 5 — 11,1. 6 — 10. 7 — 6. 8 — 0,5.
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НЕДЕЛЯ 27 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.3. Многогранники

5.3.1. Призма, её основания, боковые рёбра, высота, боковая 
поверхность; прямая призма; правильная призма

5.3.2. Параллелепипед; куб; симметрии в кубе, в параллелепи-
педе

5.5. Измерение геометрических величин
5.5.7. Объём куба, прямоугольного параллелепипеда, пирами-

ды, призмы, цилиндра, конуса, шара

МНОГОГРАННИКИ
Ìíîãîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ òåëî, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî îãðàíè÷åíà êîíå÷íûì ÷èñëîì 

ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ.
Ìíîãîóãîëüíèêè, îãðàíè÷èâàþùèå ïîâåðõíîñòü òåëà, íàçûâàþòñÿ ãðàíÿìè, ñòîðîíû 

ãðàíåé íàçûâàþòñÿ ð¸áðàìè, âåðøèíû ãðàíåé íàçûâàþòñÿ âåðøèíàìè ìíîãîãðàííèêà.
Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¸í ìíîãîãðàííèê ABCDKF; ABC, ADFC, CFKB, ABKD, DKF — ãðà-

íè; AB, BC, AC, AD, FC, KB, DF, DK, KF — ð¸áðà; A, B, C, D, K, F — âåðøèíû.

A

D

F

K

B

C

Ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè ìíîãîãðàííèêà íàçûâàåòñÿ ñóììà ïëîùàäåé åãî ãðàíåé:

S � SABC � SADFC � SCFKB � SABKD � DDKF.

�

�

�

�

Êóá — ýòî ìíîãîãðàííèê, 
ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî îãðà-
íè÷åíà øåñòüþ ðàâíûìè 
êâàäðàòàìè.

Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä — ýòî ìíîãîãðàí-
íèê, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî 
îãðàíè÷åíà øåñòüþ ïðÿìî-
óãîëüíèêàìè.

Òåòðàýäð — ýòî ìíîãîãðàí-
íèê, ïîâåðõíîñòü êîòîðîãî 
îãðàíè÷åíà ÷åòûðüìÿ òðå-
óãîëüíèêàìè.
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Призма
Ïðèçìîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, ñîñòîÿùèé èç 

äâóõ ïëîñêèõ ìíîãîóãîëüíèêîâ (îñíîâàíèé ïðèçìû), 
êîòîðûå ëåæàò â ðàçíûõ ïëîñêîñòÿõ è ñîâìåùàþòñÿ 
ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì, è âñåõ îòðåçêîâ, êîòîðûå 
ñîåäèíÿþò ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè ýòèõ ìíîãîóãîëü-
íèêîâ.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåò ñòâóþùèå âåðøèíû, 
íàçûâàþòñÿ áîêîâûìè ð¸áðàìè ïðèçìû.

Ïðèçìà íàçûâàåòñÿ ï-óãîëüíîé, åñëè îñíîâàíèå — 
ï-óãîëüíèê.

A1A2…An è B1B2…Bn — îñíîâàíèÿ ïðèçìû;
A1A2B2B1, A2A3B3B2, …, AnA1B1Bn — áîêîâûå ãðàíè 

ïðèçìû;
A1B1, A2B2, …, AnBn — áîêîâûå ð¸áðà ïðèçìû.
Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü ïðèçìû ñîñòîèò èç áîêîâûõ 

ãðàíåé ïðèçìû.
Ïîâåðõíîñòü (ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü) ïðèçìû ñîñòîèò 

èç îñíîâàíèé è áîêîâîé ïîâåðõíîñòè.
Âûñîòîé ïðèçìû íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâå-

ä¸ííûé èç êàêîé-ëèáî òî÷êè ïëîñêîñòè îäíîãî îñíîâà-
íèÿ ê ïëîñêîñòè äðóãîãî îñíîâàíèÿ (ðàññòîÿíèå ìåæäó 
ïëîñêîñòÿìè îñíîâàíèé).

ÎÎ1 — âûñîòà ïðèçìû.
Äèàãîíàëü ïðèçìû — îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé äâå âåð-

øèíû ïðèçìû, êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò îäíîé ãðàíè.
Íàïðèìåð, A1B3 — äèàãîíàëü ïðèçìû.
Ïðèçìà, â îñíîâàíèè êîòîðîé ëåæàò ïàðàëëåëîãðàì-

ìû, íàçûâàåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì.

Свойства призмы
1. Îñíîâàíèÿ ïðèçìû — ðàâíûå ìíîãîóãîëüíèêè, ëå-

æàùèå â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.
2. Áîêîâûå ð¸áðà ïðèçìû ïàðàëëåëüíû è ðàâíû.
3. Áîêîâûå ãðàíè ïðèçìû — ïàðàëëåëîãðàììû.

Виды призм
1. Ïðÿìàÿ ïðèçìà — ýòî ïðèçìà, âñå áîêîâûå ð¸áðà 

êîòîðîé ïåðïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèÿì.

1. В основании прямой призмы лежит 
прямоугольный треугольник с кате-
тами 5 см и 12 см. Определите дли-
ну бокового ребра призмы, если её 
полная поверхность равна 270 см2.

2. Дана треугольная призма. Через 
середины двух рёбер её основания 
проведена плоскость, параллельная 
боковому ребру призмы. Площадь 
боковой поверхности отсечённой 
треугольной призмы равна 16 см2. 
Найдите площадь боковой поверх-
ности данной призмы.

3. Труба имеет форму правильной 
четырёх угольной призмы, ребро 
основания которой равно 2, а дли-
на трубы — 5. Найдите площадь по-
верхности трубы, если толщина её 
стенок равна 0,5.

2

0,5

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Ñâîéñòâà ïðÿìîé ïðèçìû:

1) Îñíîâàíèÿ ïðÿìîé ïðèçìû — ðàâíûå ìíîãî-
óãîëüíèêè, êîòîðûå ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëî-
ñêîñòÿõ.

2) Áîêîâûå ð¸áðà ïðÿìîé ïðèçìû ïàðàëëåëüíû, 
ðàâíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòÿì îñíîâà-
íèé, ò. å. ÿâëÿþòñÿ âûñîòàìè ïðèçìû. Âûñîòà 
ïðÿìîé ïðèçìû ðàâíà äëèíå áîêîâîãî ðåáðà.

3) Áîêîâûå ãðàíè ïðÿìîé ïðèçìû — ïðÿìîóãîëüíè-
êè. Ïëîñêîñòè áîêîâûõ ãðàíåé ïåðïåíäèêóëÿðíû 
ïëîñêîñòÿì îñíîâàíèé.
Ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî áîêîâûå ð¸áðà ïåð-

ïåíäèêóëÿðíû îñíîâàíèþ, íàçûâàþò ïðÿìûì. 
Ïðÿìîé ïàðàëëåëåïèïåä, îñíîâàíèÿìè êîòîðîãî ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðÿìîóãîëüíèêè, íàçûâàåòñÿ ïðÿìîóãîëü-
íûì. Ïðÿìîóãîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä, ó êîòîðîãî 
âñå ð¸áðà ðàâíû, íàçûâàåòñÿ êóáîì.

2. Íàêëîííàÿ ïðèçìà — ïðèçìà, ó êîòîðîé áîêîâûå 
ð¸áðà íå ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòÿì îñíîâàíèé.

3. Ïðàâèëüíàÿ ïðèçìà — ïðÿìàÿ ïðèçìà, îñíîâàíèÿ 
êîòîðîé — ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè. Î÷åâèäíî, 
÷òî âñå ñâîéñòâà ïðÿìîé ïðèçìû ñïðàâåäëèâû è äëÿ 
ïðàâèëüíîé ïðèçìû.

Ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé ïðèçìû:

1. Áîêîâûå ãðàíè ïðàâèëüíîé ïðèçìû — ðàâíûå ïðÿ-
ìîóãîëüíèêè.

2. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè ïðàâèëüíîé ï-óãîëü-
íîé ïðèçìû ñî ñòîðîíîé îñíîâàíèÿ à è âûñîòîé h 
âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

Sáîê���n���a���h.

ïðàâèëüíàÿ ïðàâèëüíàÿ ïðàâèëüíàÿ
÷åòûð¸õóãîëüíàÿ

   

Ïðèìåð 1. Äèàãîíàëü ïðàâèëüíîé ÷åòûð¸õóãîëü-
íîé ïðèçìû ðàâíà l è ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíî-
âàíèÿ óãîë �. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè 
ïðèçìû.

Ðåøåíèå. ABCDA1B1C1D1 — ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¸õ-
óãîëüíàÿ ïðèçìà, å¸ îñíîâàíèÿ ABCD è A1B1C1D1 — 
êâàäðàòû, áîêîâûå ð¸áðà ïåðïåí äèêó ëÿð íû îñíîâàíèÿì. 
Òàê êàê B1B N (ABCD), òî BD — ïðîåêöèÿ äèàãîíàëè 

4. От куба, ребро которого равно 2a, 
отрезали прямоугольный паралле-
лепипед высотой 2a и с ребром в 
основании a, как показано на рисун-
ке. Во сколько раз площадь поверх-
ности куба больше площади поверх-
ности параллелепипеда?

5. В кубе провели секущую плоскость 
через середины смежных сторон 
нижнего основания и наиболее уда-
лённую вершину верхнего основа-
ния. Найдите тангенс угла наклона 
образовавшегося сечения к основа-
нию. Ответ округ лите до сотых.

6. Центры граней куба являются вер-
шинами правильного октаэдра. Во 
сколько раз объём куба больше 
объёма октаэдра?

7. Объём четырёхугольной  призмы 
ABCDA1B1C1D1 равен 48. Найдите 
объём треугольной пирамиды 
ABDA1.

A B

CD

A1
B1

C1
D1
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B1D ïðèçìû íà ïëîñêîñòü îñíîâàíèÿ. Òîãäà �B1DB — óãîë, îáðàçîâàííûé ýòîé äèàãîíàëüþ 
ñ ïëîñ êîñòüþ (ÀÂÑD).

Ïî óñëîâèþ: �B1DB����; B1D���l. Sáîê���PABCD���B1B.

Èç GB1BD (�B1BD���90�, ò. ê. B1B N ABCD): 
B1B���B1D sin �B1DB���l sin �; BD���B1D cos �B1DB���l cos �.

Èç GABD (�BAD� ��90�): AB2� ��AD2� ��BD2, à ò. ê. AB� ��AD, òî 

2AB2���BD2���l2 cos2 �; AB
l l

= =
cos cos

.
β β

2

2

2
 

S AB B B
l

l láîê = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =4 4
2

2
2 21

2cos
sin sin .

β
β β  

Îòâåò: 2 22l sin .�  

Ïëîùàäü áîêîâîé è ïîëíîé ïîâåðõíîñòè ïðèçìû. Îáú¸ì ïðèçìû

Íàêëîííàÿ ïðèçìà Ïðÿìàÿ ïðèçìà

Áîêîâàÿ
ïîâåðõíîñòü

Sáîê���Ðïåð���l, 
ãäå Ðïåð — ïåðèìåòð ïåðïåíäèêóëÿðíîãî 
ñå÷åíèÿ, l — äëèíà áîêîâîãî ðåáðà

Sáîê���Ðîñí���Í, 
ãäå Ðîñí — ïåðèìåòð îñíîâàíèÿ, 
Í — âûñîòà

Ïîëíàÿ
ïîâåðõíîñòü

Sïîëí���Sáîê���2Sîñí Sïîëí���Sáîê���2Sîñí

Îáú¸ì V���Sïåð���l 
èëè

V���Sîñí���Í, 
ãäå Sïåð — ïëîùàäü ïåðïåíäèêóëÿðíîãî 
ñå÷åíèÿ, l — áîêîâîå ðåáðî

V���Sîñí���Í, 
ãäå Sîñí — ïëîùàäü îñíîâàíèÿ 
ïðèçìû, Í — âûñîòà

Ïðèì å ð  2. Áîêîâîå ðåáðî íàêëîííîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíî 6 ñì, äâå áîêîâûå ãðàíè 
å¸ âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, è èõ ïëîùàäè ðàâíû 24 ñì2 è 30 ñì2. Íàéäèòå îáú¸ì ïðèçìû.

Ðåøåíèå. Äàíà òðåóãîëüíàÿ ïðèçìà ABCA1B1C1.

SAA B B1 1

224� см ,  SAA C C1 1

230� см ,  A1A���6 ñì. 

Ïëîñêîñòè CAA1 è BAA1 ïåðïåíäèêóëÿðíû.
Ïðîâåä¸ì ÷åðåç òî÷êó M � A1A ïëîñêîñòü, ïåðïåíäèêóëÿðíóþ 

AA1. Îíà ïåðåñåêàåò ïðÿìûå Ñ1Ñ è B1B, ïàðàëëåëüíûå ïðÿìîé A1A, 
â òî÷êàõ Ð è N. Ëèíèè ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ïëîñêîñòÿ-
ìè áîêîâûõ ãðàíåé îáðàçóþò GMPN.

Ò. ê. A1A N (PMN), à ïðÿìûå MP è MN ëåæàò â ïëîñêîñòè PMN, 
òî A1A N MP è A1A N MN, çíà÷èò, �PMN — ëèíåéíûé óãîë äâóãðàí-
íîãî óãëà ïðè ðåáðå A1A. Ïî óñëîâèþ �PMN���90�. V���SGPMN���A1A.

S A A MNAA B B1 1 1= ⋅ ,  ò. ê. áîêîâàÿ ãðàíü AA1B1B — ïàðàëëåëîãðàìì ñî ñòîðîíîé A1A 

è âûñîòîé MN. Òîãäà 6���MN���24; MN���4 (ñì). Àíàëîãè÷íî S A A MPAA C C1 1 1= ⋅ ,  6���MP���30; 
MP���5 (ñì). 

S MN MPMNPΔ = ⋅ = ⋅ ⋅ =1

2

1

2
4 5 10 2( ).см  V���10���6���60 (ñì3). 

Îòâåò: 60 ñì3. 
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 Сечение призмы плоскостью
Ïåðïåíäèêóëÿðíûì ñå÷åíèåì íàêëîííîé ïðèçìû íàçûâàåòñÿ å¸ ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, 

êîòîðàÿ ïåðåñåêàåò âñå áîêîâûå ð¸áðà è ïåðïåíäèêóëÿðíà èì.

Построение перпендикулярного сечения в наклонной призме
1. ×åðåç òî÷êó À íà áîêîâîì ðåáðå ïðîâîäèì ê ýòîìó ðåáðó ïåðïåí-

äèêóëÿðû ÀÂ è ÀÑ, êîòîðûå ëåæàò íà äâóõ ñìåæíûõ áîêîâûõ 
ãðàíÿõ (èíîãäà òî÷êó À áåðóò íà îäíîé èç âåðøèí ïðèçìû).

2. Ïî ïðèçíàêó ïåðïåíäèêóëÿðíîñòè ïðÿìîé è ïëîñêîñòè äîêàçû-
âàåì ïåðïåíäèêóëÿðíîñòü ïðÿìîé DA è ïëîñêîñòè ÀÂÑ.

3. Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ, ïåðïåíäèêóëÿðíûõ 
ïëîñêîñòè, äîêàçûâàåì, ÷òî ÀÂÑ — èñêîìîå ñå÷åíèå.
Åñëè ï > 3, ïîñòðîåíèå ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî.
Ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ïëîñêîñòü, ïî îáå ñòîðîíû 

îò êîòîðîé ëåæàò òî÷êè äàííîãî òåëà.
Ñå÷åíèåì ãåîìåòðè÷åñêîãî òåëà íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, ñîñòîÿùàÿ èç îáùèõ òî÷åê ñåêóùåé 

ïëîñêîñòè è ïîâåðõíîñòè äàííîãî òåëà.

Основные правила построения сечений
1. Åñëè äàíû (èëè óæå ïîñòðîåíû) äâå òî÷êè ïëîñêîñòè íà îäíîé ãðàíè ìíîãîãðàííèêà, òî 

ñëåä ñå÷åíèÿ — ïðÿìàÿ, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç ýòè òî÷êè.
2. Åñëè äàíà (èëè óæå ïîñòðîåíà) ïðÿìàÿ ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì 

ìíîãîãðàííèêà (ñëåä íà îñíîâàíèè) è åñòü òî÷êà, ëåæàùàÿ â äàííîé ãðàíè, òî íåîáõîäè-
ìî îïðåäåëèòü òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî ñëåäà ñ ýòîé áîêîâîé ãðàíüþ (îíà áóäåò òî÷êîé 
ïåðåñå÷åíèÿ äàííîãî ñëåäà ñ îáùåé ïðÿìîé îñíîâàíèÿ è äàííîé áîêîâîé ãðàíüþ).

3. Òî÷êó ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñ îñíîâàíèåì ìîæíî îïðåäåëèòü êàê òî÷êó 
ïåðåñå÷åíèÿ êàêîé-ëèáî ïðÿìîé â ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ ñ å¸ ïðîåêöèåé íà ïëîñêîñòü 
îñíîâàíèÿ.

Способы построения сечений
Ñïîñîá ñîîòâåòñòâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèé íåîáõîäèìî ñíà÷àëà ïî-

ñòðîèòü òå òî÷êè íèæíåãî îñíîâàíèÿ ìíîãîãðàííèêà, êîòîðûå âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòâå÷àþò 
òî÷êàì èñêîìîãî ñå÷åíèÿ.

Ñïîñîá ñëåäîâ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â ïëîñêîñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ (èíîãäà íà íåêîòîðîé 
äðóãîé ïëîñêîñòè) âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ñëåäîâ (ëèíèé è òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëî-
ñêîñòè, íåêîòîðûõ ïðÿìûõ). Ñ ïîìîùüþ ýòèõ ñëåäîâ ëåãêî âûïîëíÿåòñÿ ïîñòðîåíèå òî÷åê 
ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé ïëîñêîñòè ñ ð¸áðàìè ìíîãîãðàííèêà è ëèíèé ïåðåñå÷åíèÿ ñåêóùåé 
ïëîñêîñòè ñ ãðàíÿìè ìíîãîãðàííèêà.
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Ïðèìåð 3. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ ïðîõîäèò 
÷åðåç òðè çàäàííûå òî÷êè: K � AB, L � A1D1 è M � CC1.

Ðåøåíèå. Îïóñòèì èç äàííîé òî÷êè L ïåðïåíäèêóëÿð LN íà AD. 
Ïðîâåä¸ì ïðÿìûå LM è NC äî èõ ïåðåñå÷åíèÿ â òî÷êå Å (ýòè ïðÿìûå 
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè (LMN) è íåïàðàëëåëüíû, ïîýòîìó ïåðåñå-
êóòñÿ â íåêîòîðîé òî÷êå Å).

Ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ EK äî ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìûìè ÂÑ è AD ñîîò-
âåòñòâåííî â òî÷êàõ F è G. Ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ GL äî ïåðåñå÷åíèÿ 
ñ ïðÿìûìè AA1 è DD1 â òî÷êàõ Í è Ð. Òî÷êó Ð ñîåäèíèì ñ çàäàííîé 
òî÷êîé Ì è íà ïåðåñå÷åíèè ÐÌ ñ ðåáðîì D1C1 ïîëó÷èì òî÷êó Q. 
Òî÷êè L, Q, M, F, K è Í ïîñëåäîâàòåëüíî ñîåäèíèì. Ôèãóðà 
LQMFKH — èñêîìîå ñå÷åíèå.

Ïðèìåð 4. Ïîñòðîéòå ñå÷åíèå êóáà ABCDA1B1C1D1 ïëîñêîñòüþ, 
êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êè: K � B1B, E � AD, P � DC.

Ðåøåíèå. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñå÷åíèÿ íåîáõîäèìî ïî ñòðîèòü òî÷êè 
ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòè (KEP) ñ ãðàíÿìè êóáà. Ïëîñêîñòü (KEP) 
ñ ïëîñêîñòüþ (ABCD) ïåðåñåêàåòñÿ ïî ïðÿìîé PE.

Ýòà ïðÿìàÿ ïåðåñåêàåò ïëîñêîñòü ÂÂ1C1C â òî÷êå Ì, à ïëîñêîñòü 
AA1B1Â — â òî÷êå N.

Òåïåðü îïðåäåëèì òî÷êè, ëåæàùèå íà ãðàíè AA1B1B, ò. å. ïðî-
âåä¸ì ïðÿìóþ ÷åðåç òî÷êè N è K, ïîëó÷èì òî÷êó L íà ðåáðå AA1, 
ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ KM íà ãðàíè BB1C1C, ïîëó÷èì òî÷êó F — òî÷-
êó ïåðåñå÷åíèÿ ïðÿìîé KM ñ ðåáðîì CC1. Ñå÷åíèå êóáà ïëîñêîñòüþ 
(KEP) âûïîëíåíî: ýòî ïÿòèóãîëüíèê ELKFP.

Угол между прямой и плоскостью
Ïðèìåð. Äèàãîíàëü ïðÿìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ðàâíà d è ñîñòàâëÿåò ñ îñíîâàíè-

åì óãîë �, à ñ áîêîâîé ãðàíüþ óãîë �. Íàéäèòå îáú¸ì ïàðàëëåëå-
ïèïåäà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü B1D = d. �B1DB = �, �B1DC1 = �.
Èç GB1DB: BB1 = B1D sin � = d sin �, BD = B1D cos � =  

= d cos �.
Èç GB1C1D: B1C1 = B1D sin � = d sin � = BC. Èç GBCD:

CD BD BC BD B C= − = − =2 2 2
1 1

2  

d d= −2 2 2 2cos sinα β = −d cos sin .2 2α β  Äëÿ îáú¸ìà ïðÿ ìîóãîëüíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà 

èìååì:

V BB BC CD d d d= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ − =1
2 2sin sin cos sinα β α β  −d3 2 2sin sin cos sin .α β α β  

Îòâåò: d3 2 2sin sin cos sin .α β α β−  

Угол между плоскостями
Ïðèìåð. ×åðåç îäíó èç ñòîðîí îñíîâàíèÿ ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïðèçìû ïðîâåäåíà 

ïëîñêîñòü ïîä óãëîì � ê îñíîâàíèþ, îòñåêàþùàÿ îò ïðèçìû ïèðàìèäó îáú¸ìîì V. Íàéäèòå 
ïëîùàäü îáðàçîâàâøåãîñÿ òðåóãîëüíîãî ñå÷åíèÿ.

Ðåøåíèå. Îáîçíà÷èì èñêîìóþ ïëîùàäü ÷åðåç S, ïëîùàäü îñíîâàíèÿ — ÷åðåç S0, à ñòîðîíó 

ïðàâèëüíîãî GÀÂÑ, ëåæàùåãî â îñíîâàíèè, — ÷åðåç à. Òîãäà S
S

= 0

cos
,

ϕ
 ïðè÷¸ì

L
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S S
a

ABC0

2 3

4
= =Δ .  Èç GÀÂÑ åãî âûñîòà ðàâíà: CF a

a a= − ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

=2
2

2

3

2
.  

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî GCDF èìååì: CD CF
a= ⋅ =tg tgϕ ϕ3

2
. 

Ïî óñëîâèþ V S CD= ⋅ ⋅1

3 0 .  

Òîãäà 

V
a a a

a
V

V a V= ⋅ ⋅ ⋅ = ⇔ = = ⋅ ⇔ = ⋅ ⋅1

3

3

4

3

2 8

8
8 2

2 3
3 3tg

tg

tg
ctg ctgϕ ϕ

ϕ
ϕ ϕ.

Çíà÷èò, S
S a

a V= = = ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ =0
2

2 3 23

4

3

4
2

3

4cos
: cos

cos
( )

cosϕ
ϕ

ϕ
ϕ

ϕ
ctg

= ⋅ = ⋅3 3
2 2

3 2
3

2

2
3

V Vcos

cos sin cos sin
.

ϕ
ϕ ϕ ϕ ϕ

 

Îòâåò: 3
2

2
3⋅ V

cos sin
.

ϕ ϕ

Угол между скрещивающимися прямыми
Ïðèìåð.  Â ïðÿìîóãîëüíîì ïàðàëëåëåïèïåäå ABCDA1B1C1D1 äàíû ð¸áðà: AB = 2a, 

BC = 3a, AA1 = a. ×åìó ðàâíû óãëû ìåæäó ïðÿìûìè: 1) ÀÂ è CD1; 2) AC è A1B1?
Ðåøåíèå. 1) Ïðÿìûå ÀÂ è CD1 — ñêðåùèâàþùèåñÿ, òîãäà óãîë ìåæäó íèìè ðàâåí óãëó 

ìåæäó ïðÿìûìè ÀÂ è BA1, òàê êàê CD1 || BA1. Èç GAA1B: 

tg∠ = = =ABA
AA
AB

a
a1

1

2

1

2
,  ñëåäîâàòåëüíî, ∠ =ABA1

1

2
arctg .

2) Ïðÿìûå ÀÑ è A1B1 — ñêðåùèâàþùèåñÿ, çíà÷èò, óãîë ìåæäó 
íèìè ðàâåí óãëó ìåæäó ïåðåñåêàþùèìèñÿ ïðÿìûìè A1C1 è A1B1, 
òîãäà èç GA1B1C1: 

tg ,∠ = = = =B A C
B C
A B

BC
AB

a
a1 1 1

1 1

1 1

3

2

3

2
 ñëåäîâàòåëüíî, ∠ =B A C1 1 1

3

2
arctg .  

Îòâåò: 1) arctg
1

2
;  2) arctg

3

2
.  

Расстояние от точки до прямой
Ïðèìåð. Â ïðàâèëüíîé ïðèçìå ABCA1B1C1 èçâåñòíî, ÷òî ÀÂ � à, AA1 � h. Íàéäèòå ðàñ-

ñòîÿíèå îò âåðøèíû B1 äî ïðÿìîé ÀÑ.
Ðåøåíèå. Ïðîâåä¸ì BK N AC, òîãäà ïî òåîðåìå î òð¸õ ïåðïåí-

äèêóëÿðàõ B1K N AC. Ñëåäîâàòåëüíî, B1K — ðàññòîÿíèå îò âåðøè-
íû B1 äî ïðÿìîé ÀÑ.

Èç òðåóãîëüíèêà ABK èìååì:

BK AB AK a
a a= − = − =2 2 2

2 2

4

3

4
.

Èç òðåóãîëüíèêà BB1K èìååì: 

B K BB BK h
a h a

1 1
2 2 2

2 2 23

4

4 3

2
= + = + = +

.

Îòâåò: 
4 3

2

2 2h a�
.

�

1 1

1

1

1

1

1
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните таблицу:

Sáîê.

Sïîëí.

V

Ответы на тестовые задания к неделе 27
1 — 7. 2 — 32. 3 — 66. 4 — 2,4. 5 — 0,95. 6 — 6. 7 — 8.
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НЕДЕЛЯ 28 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.3. Многогранники

5.3.3. Пирамида, её основание, боковые рёбра, высота, бо-
ковая поверхность; треугольная пирамида; правильная 
пирамида

5.3.4. Сечения куба, призмы, пирамиды
5.3.5. Представление о правильных многогранниках (тетраэдр, 

куб, октаэдр, додекаэдр и икосаэдр)
5.5. Измерение геометрических величин

5.5.7. Объём куба, прямоугольного параллелепипеда, пирами-
ды, призмы, цилиндра, конуса, шара

ПИРАМИДА
Ïèðàìèäîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé ñîñòîèò èç ïëî-

ñêîãî ìíîãîóãîëüíèêà (îñíîâàíèÿ), òî÷êè, íå ëåæàùåé â ïëîñêîñòè 
îñíîâàíèÿ (âåðøèíû), è âñåõ îòðåçêîâ, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó 
ñ òî÷êàìè îñíîâàíèÿ. (A1A2…An — îñíîâàíèå ïèðàìèäû; GSA1A2, 
GSA2A3, …, GSAnA1 — áîêîâûå ãðàíè; S — âåðøèíà ïèðà ìèäû.)

Âûñîòîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâåä¸ííûé èç 
å¸ âåðøèíû ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ. (SO — âûñîòà ïèðàìèäû.)

Правильная пирамида
Ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè å¸ îñíîâà íèå — ïðàâèëüíûé ìíîãîóãîëüíèê, 

à îñíîâàíèå âûñîòû (ïðîåêöèÿ âåðøèíû) ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì ýòîãî ìíîãîóãîëüíèêà.
Îñüþ ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, ñîäåðæàùàÿ 

âû ñîòó.
Àïîôåìîé íàçûâàåòñÿ âûñîòà áîêîâîé ãðàíè ïðàâèëüíîé ïèðà-

ìèäû, ïðîâåä¸ííàÿ èç å¸ âåðøèíû. (SD N AB, SD — àïîôåìà ïðà-
âèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû SABC.)

Çàìå÷àíèå. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé âåðøèíó ïðàâèëüíîé ïèðàìè-
äû ñ ñåðåäèíîé ðåáðà îñíîâàíèÿ, — àïîôåìà. Âñå àïîôåìû ïðàâèëü-
íîé ïèðàìèäû ðàâíû.

Некоторые виды правильных пирамид
Òðåóãîëüíàÿ ïèðàìèäà: GÀÂÑ — ïðàâèëüíûé. Î — òî÷êà ïåðå-

ñå÷åíèÿ ìåäèàí, âûñîò, áèññåêòðèñ, öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé 
îêðóæíîñòåé.

R AO
a

� �
3

3
; r OM

a
� �

3

6
;

S
a

ABCΔ =
2 3

4
.  
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×åòûð¸õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà: ABCD — êâàäðàò. Î — 
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ äèàãîíàëåé, öåíòð âïèñàííîé è îïè-
ñàííîé îêðóæíîñòåé.

R OC
a

� �
2

2
;  r OM

a
� �

2
;  

SABCD���a
2.

Øåñòèóãîëüíàÿ ïèðàìèäà: ABCDEF — ïðàâèëüíûé 
øåñòèóãîëüíèê. Î — öåíòð âïèñàííîé è îïèñàííîé 
îêðóæíîñòåé.

R���a; r
a

�
3

2
;

S
a

ABCDEF �
3 3

2

2

.  

Сечение пирамиды плоскостью
Äèàãîíàëüíûì ñå÷åíèåì ïèðà-

ìèäû íàçûâàåòñÿ ñå÷åíèå, êîòîðîå 
ïðîõîäèò ÷åðåç äâà áîêîâûõ ðåáðà, 
íå ëåæàùèõ â îäíîé ãðàíè.

Ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, 
ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ, — ìíî-
ãîóãîëüíèê, ïîäîáíûé ìíîãîóãîëü-
íèêó îñíîâàíèÿ.

Ñå÷åíèå ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç âåðøèíó, — òðåóãîëüíèê.

Основные соотношения правильной пирамиды
SABCD — ïðàâèëüíàÿ ÷åòûð¸õóãîëüíàÿ ïèðàìèäà.
AB���BC���CD���DA���a — ñòîðîíà îñíîâàíèÿ.
�CDA����DAB����ABC����BCD���90�.
SA���SB���SC���SD���l — áîêîâîå ðåáðî.
SO���H — âûñîòà; SK���k — àïîôåìà.
�SKO� ��� — ëèíåéíûé óãîë 

äâóãðàííîãî óãëà ïðè îñíîâàíèè 
(óãîë íàêëîíà áîêîâîé ãðàíè 
ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ).

�SAO���� — óãîë íàêëîíà áî-
êîâîãî ðåáðà ê ïëîñ êîñòè îñíî-
âàíèÿ. Âñå áîêîâûå ð¸áðà ðàâíû 
è îäèíàêîâî íàêëîíåíû ê îñíîâà-
íèþ.

1. Во сколько раз увеличится боковая 
поверхность правильной треуголь-
ной пирамиды, если стороны осно-
вания увеличить в 2 раза, а апофе-
му — в 3 раза?

2. Высота правильной треугольной 
пирамиды равна 2 3.  Двугранный 
угол при основании равен 30�. Най-
дите площадь боковой поверхности 
пирамиды.

3. В основании пирамиды лежит тре-
угольник со сторонами 3, 4 и 5. Боко-
вые грани наклонены к основанию 
под углом 60�. Найдите площадь бо-
ковой поверхности пира миды.

4. Боковое ребро правильной четырёх-
угольной пирамиды равно 8 см, 
а  плоский угол при вершине пира-
миды 30�. Найдите площадь боко-
вой поверхности пирамиды.

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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�DSC���M — ïëîñêèé óãîë ïðè âåðøèíå áîêîâîé ãðà-
íè.

AO���R — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, îïèñàííîé îêîëî îñ-
íîâàíèÿ.

OK���r — ðàäèóñ îêðóæíîñòè, âïèñàííîé â îñíîâà-
íèå.

ON N SC, �BND���� — ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî 
óãëà ïðè áîêîâîì ðåáðå SC.

GSAB���GSBC���GSCD���GSAD; áîêîâûå ãðàíè — ðàâ-
íûå ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè, êîòîðûå îäèíàêîâî 
íàêëîíåíû ê îñíîâàíèþ.

Площадь боковой  
и полной поверхностей пирамиды.  

Объём пирамиды
1. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü:

 S P l
n

aláîê îñí= ⋅ =
1

2 2
 èëè S

S
áîê

îñí=
cos α

,

�SKO���� — óãîë íàêëîíà áîêîâîé ãðàíè ê îñíîâà-
íèþ.

2. Ïîëíàÿ ïîâåðõíîñòü:

S S S
n

al Sïîëí áîê îñí îñí= + = +
2

.

3. Îáú¸ì:

V S H= ⋅
1

3 îñí .

Ïðèìåð. Ðàññòîÿíèå îò îñ-
íîâàíèÿ âûñîòû ïðàâèëüíîé ÷å-
òûð¸õóãîëüíîé ïèðàìèäû äî å¸ 
áîêîâîãî ðåáðà ðàâíî à, à áîêî-
âîå ðåáðî ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêî-
ñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë �. Íàéäèòå 
áîêîâîå ðåáðî ïèðàìèäû.

Ðåøåíèå. SO N (ABCD), OC — 
ïðîåêöèÿ áîêîâîãî ðåáðà íà ïëî-
ñêîñòü îñíîâàíèÿ.

�SCO����.
Ïðîâåä¸ì OM N SC. OM — ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Î äî 

áîêîâîãî ðåáðà SC. OM���a.

Èç GOMC (�OMC���90�): OC
OM

SCO

a
=

∠
=

sin sin
.

β
Òàê êàê ÎÑ ëåæèò â ïëîñêîñòè ÀÂÑD, à SO N�(ABCD), 

òî SO N OC. Èç GSOC (�SOC���90�): 

SC
OC

SCO

a a
=

∠
= =

cos sin cos sin
.

β β β
2

2
 

Îòâåò: 
2

2

a

sin
.

�
 

5. В кубе провели секущую плоскость 
через середины смежных сторон 
нижнего основания и наиболее уда-
лённую вершину верхнего основа-
ния. Найдите тангенс угла наклона 
образовавшегося сечения к основа-
нию. Ответ округ лите до сотых.

6. В тетраэдре DABC проведена пло-
скость через медиану CM грани ABC 
параллельно ребру AD. Найдите 
площадь сечения, если каждое реб-
ро тетраэдра равно 4. Ответ округ-
лите до десятых.

7. Перпендикулярно высоте тетраэдра 
проведена плоскость, отсекающая 
от него тетраэдр, площадь поверх-
ности которого в 16 раз меньше 
площади поверхности данного те-
траэдра. В каком отношении, считая 
от вершины, данная плоскость де-
лит его высоту?

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Соотношения между углами в правильной n-угольной пирамиде
� — óãîë ìåæäó áîêîâûì ðåáðîì è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ;
� — óãîë ìåæäó áîêîâîé ãðàíüþ è ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ;
M — óãîë ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ð¸áðàìè;
� — óãîë ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè.

Óãëû Ñîîòíîøåíèÿ Ñâÿçè ìåæäó óãëàìè Îáëàñòü èçìåíåíèÿ óãëîâ

�; � sin α
ϕ π

= ⋅ctg ctg
2 n

�; M cos
sin

sin
α

γ

π
= 2

n

M < � � 2�
0

2
< <α

π

�; � tg tgα β
π

= ⋅cos
n � < � 0

2
< <β

π

�; M cos β
γ π

= ⋅tg ctg
2 n 0

2
< <γ

π
n

�; � sin
cos

sin
β

ϕ

π
= 2

n

� > � � 2� π
π

ϕ π− < <
2

n

M; � cos
cos sin

cos
ϕ

π γ

γ
=
− −2

2

2

2

2

n

Усечённая пирамида

Óñå÷¸ííîé ïèðàìèäîé íàçûâàåòñÿ ìíîãîãðàííèê, êîòîðûé îòñåêàåòñÿ îò ïèðàìèäû ïëî-
ñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ è ïåðåñåêàþùåé áîêîâûå ð¸áðà, à òàêæå ðàç-
ìåù¸í ìåæäó ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ è ïëîñêîñòüþ ñå÷åíèÿ.

(A1A2…An è B1B2…Bn — îñíîâàíèÿ óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû; 

A1A2B2B1, A2A3B3B2, …, AnA1B1Bn — áîêîâûå ãðàíè; A1B1, A2B2, …, 

AnBn — áîêîâûå ð¸áðà.)
Âûñîòîé óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû íàçûâàåòñÿ ïåðïåíäèêóëÿð, ïðîâå-

ä¸ííûé èç êàêîé-ëèáî òî÷êè ïëîñêîñòè îäíîãî îñíîâàíèÿ ê ïëîñêî-
ñòè äðóãîãî îñíîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèÿ.
1. Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâàíèþ ïèðàìèäû, ïåðåñåêàÿ å¸, 

îòñåêàåò ïîäîáíóþ ïèðàìèäó.
2. Âñå áîêîâûå ãðàíè óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû — òðàïåöèè.
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Правильная усечённая пирамида
Óñå÷¸ííàÿ ïèðàìèäà íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè îíà ïîëó÷å-

íà ïåðåñå÷åíèåì ïðàâèëüíîé ïèðàìèäû ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé 
å¸ îñíîâàíèþ.

Ñâîéñòâà ïðàâèëüíîé óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû
1. Îñíîâàíèÿ — ïðàâèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè.
2. Áîêîâûå ãðàíè — ðàâíûå ðàâíîáîêèå òðàïåöèè.
3. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû îñíîâàíèé, — âûñîòà (ÎÎ1 — 

âûñîòà).
4. Âûñîòà áîêîâîé ãðàíè íàçûâàåòñÿ àïîôåìîé (ÌÌ1 — àïîôåìà).

Îñíîâíûå ôîðìóëû äëÿ ïðàâèëüíîé óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû

1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè:

S
P P

láîê =
+

⋅1 2

2
,

ãäå Ð1, Ð2 — ïåðèìåòðû îñíîâàíèé, l — àïîôåìà.
2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S S S Sïîëí áîê îñí îñí= + +
1 2

,

ãäå Sîñí1
 è Sîñí2

 — ïëîùàäè îñíîâàíèé.

3. Îáú¸ì ïðîèçâîëüíîé óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû:

V H S S S S= + ⋅ +( )1

3 1 1 2 2îñí îñí îñí îñí ,

ãäå Í — âûñîòà ïèðàìèäû.

Ðåøàÿ çàäà÷è, â êîòîðûõ ôèãóðèðóþò óñå÷¸ííûå ïèðàìèäû, ïîëåçíî ðàññìàòðèâàòü ïðè 
ïðîâåäåíèè âû÷èñëåíèé ôðàãìåíòû ñå÷åíèé ïèðàìèäû.
1. Ôðàãìåíò ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç 

áîêîâîå ðåáðî è öåíòðû îêðóæíîñòåé, 
îïèñàííûõ îêîëî îñíîâàíèé.

O1O2���H,

O1A1���R1 è O2A2���R2 — ðàäèóñû îïèñàí-
íûõ îêðóæíîñòåé;

KA2���R2 � R1,
�A2 — óãîë íàêëîíà áîêîâîãî ðåáðà 

ê ïëîñêîñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ.
2. Ôðàãìåíò ñå÷åíèÿ, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç öåí-

òðû îêðóæíîñòåé, âïèñàííûõ â îñíîâàíèÿ (r1 
è r2).

O1O2���H,

O1K1� ��r1 è O2K2� ��r2 — ðàäèóñû âïèñàííûõ 
îêðóæíîñòåé.

K2D���r2 � r1,

�K2 — ëèíåéíûé óãîë äâóãðàííîãî óãëà ïðè íèæíåì îñíîâàíèè.

Ïðèìåð 2. Ñòîðîíû îñíîâàíèé ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé óñå÷¸ííîé ïèðàìèäû — 4 äì è  
1 äì. Áîêîâîå ðåáðî ðàâíî 2 äì. Íàéäèòå âûñîòó ïèðàìèäû.
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Ðåøåíèå. Â ïðàâèëüíûõ òðåóãîëüíèêàõ ABC è A1B1C1 O è Î1 — öåíòðû, à ÎÑ è Î1Ñ1 — 
ðàäèóñû îïèñàííûõ îêðóæíîñòåé, òîãäà

OC
AB

� �
3

3

4 3

3
;  O C

A B
1 1

1 1 3

3

3

3
� � .  

Ïðîâåä¸ì C1P N (ABC), C1P���OO1 — âû-

ñîòà ïèðàìèäû.

PC OC O C= − = − = =1 1
4 3

3

3

3

3 3

3
3.  

Èç GC1PC (�C1PC���90�): C P C C PC1
2

1
2 2 2 22 3 1= − = − =( ) ;  

C1P���1.
Îòâåò: 1 äì.

ПРАВИЛЬНЫЕ МНОГОГРАННИКИ
Ìíîãîãðàííèê íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè âñå åãî ãðàíè — ðàâíûå äðóã äðóãó ïðà-

âèëüíûå ìíîãîóãîëüíèêè, ê êàæäîé âåðøèíå ïðèìûêàåò îäèíàêîâîå êîëè÷åñòâî ãðàíåé 
è äâóãðàííûå óãëû ìåæäó ñìåæíûìè ãðàíÿìè îäèíàêîâû.

Ñóùåñòâóåò ðîâíî ïÿòü ïðàâèëüíûõ âûïóêëûõ ìíîãîãðàííèêîâ (èõ íàçûâàþò òåëàìè 
Ïëàòîíà). Ýòî òåòðàýäð, ãåêñàýäð (êóá), îêòàýäð, äîäåêàýäð, èêîñàýäð.

Ïðàâèëüíûå ìíîãîãðàííèêè

Íàçâàíèå, îáùèé âèä Âèä îñíîâàíèÿ
Êîëè÷åñòâî 

ãðàíåé
Êîëè÷å ñòâî 

âåðøèí
Êîëè÷å ñòâî 

ð¸áåð

Òåòðàýäð

4 4 6

Ãåêñàýäð (êóá)

6 8 12

Îêòàýäð

8 6 12
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Íàçâàíèå, îáùèé âèä Âèä îñíîâàíèÿ
Êîëè÷åñòâî 

ãðàíåé
Êîëè÷å ñòâî 

âåðøèí
Êîëè÷å ñòâî 

ð¸áåð

Èêîñàýäð

20 12 30

Äîäåêàýäð

12 20 30

Таблица параметров правильных многогранников
Ââåä¸ì îáîçíà÷åíèÿ: 
à — ðåáðî ìíîãîãðàííèêà;
�1 — óãîë, ïîä êîòîðûì ðåáðî ìíîãîãðàííèêà âèäíî èç öåíòðà îïèñàííîé ñôåðû;
� — óãîë ìåæäó ñìåæíûìè áîêîâûìè ãðàíÿìè;
R — ðàäèóñ îïèñàííîãî øàðà, r — ðàäèóñ âïèñàííîãî øàðà;
S — ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè;
V — îáú¸ì.

Ïàðàìåòðû Òåòðàýäð Êóá Îêòàýäð Äîäåêàýäð Èêîñàýäð

cos �1
�

1

3

1

3 0
5

3

1

5

cos �
1

3
0 �

1

3
�

1

5
�

5

3

R
a 6

4

a 3

2

a 2

2

a 3 1 5

4

( )� a 10 2 5

4

�

r
a 6

12

a

2
a 6

6
a 250 110 5

20

� a 3 3 5

12

( )�

S a2 3 6a2
2 32a 3 25 10 52a � 5 32a

Ñóììà ïëîñ-
êèõ óãëîâ ïðè 

âåðøèíå
180� 270� 240� 324� 300�

V
a3 2

12
a3 a3 2

3

a3 15 7 5

4

( )� 5 3 5

12

3a ( )�

Îêîí÷àíèå òàáëèöû
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните таблицу:

Sáîê

Sïîëí

V

Ответы на тестовые задания к неделе 28
1 — 6. 2 — 216. 3 — 12. 4 — 64. 5 — 0,95. 6 — 3,3. 7 — 1:4.
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НЕДЕЛЯ 29 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.4. Тела и поверхности вращения

5.4.1. Цилиндр. Основание, высота, боковая поверхность, обра-
зующая, развёртка

5.5. Измерение геометрических величин
5.5.6. Площадь поверхности конуса, цилиндра, сферы
5.5.7. Объём куба, прямоугольного параллелепипеда, пирами-

ды, призмы, цилиндра, конуса, шара

ПРЯМОЙ КРУГОВОЙ ЦИЛИНДР
Öèëèíäðîì (êðóãîâûì öèëèíäðîì) íàçûâàåòñÿ òåëî, ñîñòîÿùåå èç äâóõ êðóãîâ (îñíî-

âàíèé öèëèíäðà), êîòîðûå íå ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è ñîâìåùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì 
ïåðåíîñîì, è âñåõ îòðåçêîâ, êîòîðûå ñîåäèíÿþò ñîîòâåò ñòâóþùèå òî÷êè ýòèõ êðóãîâ.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå ñîîòâåòñòâóþùèå òî÷êè îêðóæíîñòåé îñíîâàíèé öèëèíäðà, íà-
çûâàþò îáðàçóþùèìè öèëèíäðà. (AA1���L — îáðàçóþùàÿ öèëèíäðà.)

Ïðÿìûì êðóãîâûì öèëèíäðîì íàçûâàåòñÿ öèëèíäð, îáðàçóþùèå êîòîðîãî ïåðïåíäè-
êóëÿðíû ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ (äàëåå ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ïðÿìûå êðóãîâûå öèëèíäðû, 
è ïîä ñëîâîì «öèëèíäð» ðàññìàòðèâàþòñÿ òîëüêî îíè).

Òî÷êè Î è Î1 — öåíòðû îêðóæíîñòåé — îñíîâàíèé öèëèíäðà, ÎÎ1 — îñü öèëèíäðà.
Âûñîòà öèëèíäðà Í — äëèíà åãî îáðàçóþùåé èëè ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëîñêîñòÿìè îñ-

íîâàíèé, L���H.
Ðàäèóñîì öèëèíäðà íàçûâàåòñÿ ðàäèóñ åãî îñíîâàíèÿ.
Öèëèíäð ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç òåë âðàùåíèÿ, ò. ê. ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âðàùåíèåì ïðÿ-

ìîóãîëüíèêà îêîëî îäíîé èç åãî ñòîðîí.

Сечение цилиндра плоскостью

Свойства цилиндра
1. Îñíîâàíèÿ öèëèíäðà — ðàâíûå êðóãè, êîòîðûå ëåæàò â ïàðàëëåëüíûõ ïëîñêîñòÿõ.
2. Îáðàçóþùèå öèëèíäðà ïàðàëëåëüíû, ðàâíû è ïåðïåíäèêóëÿðíû ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.
3. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû îñíîâàíèé öèëèíäðà, ðàâåí îáðàçóþùåé (âûñîòå).
4. Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñè, — ïðÿìîóãîëüíèê.
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5. Ñå÷åíèå öèëèíäðà, êîòîðîå íå ïåðåñåêàåò îñíîâàíèÿ 
è íå ïàðàëëåëüíî îñíîâàíèÿì, — ýëëèïñ.

Сечение цилиндра плоскостями
1. ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå öèëèíäðà 

(ñå÷åíèå, ïðîõîäÿùåå ÷åðåç îñü ÎÎ1).
ABCD — ïðÿìîóãîëüíèê, ãäå 
AD���dîñí���2R; AB���H.
Åñëè ABCD — êâàäðàò, òî öèëèíäð 
íàçûâàåòñÿ ðàâíîñòîðîííèì.

2. Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïà-
ðàëëåëüíîé îñè.
KLMN — ïðÿìîóãîëüíèê; 
(KLM) || OO1.
KL���MN���L — îáðàçóþùèå öèëèí-

äðà; OM���OL���R — ðàäèóñ öèëèíäðà, 
OD — ðàññòîÿíèå îò îñè öèëèíäðà äî 
ñåêóùåé ïëîñêîñòè.

3. Ñå÷åíèå öèëèíäðà ïëîñêîñòüþ, ïà-
ðàëëåëüíîé îñíîâàíèÿì.
Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ îñíîâà-
íèÿì, ïåðåñåêàåò åãî áîêîâóþ ïî-
âåðõíîñòü ïî îêðóæíîñòè, êîòîðàÿ 
ðàâíà îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ:

Rñå÷���Röèë

Площадь боковой и полной поверхности 
цилиндра. Объём цилиндра

Äëÿ öèëèíäðà ñ ðàäèóñîì R è âûñîòîé Í:
1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: 

Sáîê���2�RH.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè: 

Sïîëí���Sáîê���2Sîñí���2�RH���2�R2���2�R(H���R).

3. Îáú¸ì: 
V����R2H.

Развёртка цилиндра
Åñëè ïîâåðõíîñòü öèëèíäðà ðàçðåçàòü ïî îáðàçóþùåé 

è îêðóæíîñòÿì îñíîâàíèé è ðàçâ¸ðíóòü å¸ òàê, ÷òîáû 
áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü âìåñòå ñ îñíîâàíèÿìè ëåæàëà â îä-
íîé ïëîñêîñòè, òî íà ýòîé ïëîñêîñòè ïîëó÷èòñÿ ôèãóðà, 
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ðàçâ¸ðòêîé öèëèíäðà.

1. Диагональ осевого сечения цилин-
дра равна 6 3  см и образует с ос-
нованием цилиндра угол 60�. Най-
дите высоту цилиндра.

2. В цилиндре параллельно его оси 
проведена плоскость, которая пе-
ресекает его основание по хорде, 
стягивающей дугу 120�. Найдите 
площадь сечения, если отрезок, со-
единяющий центр верхнего осно-
вания с серединой хорды нижнего 
основания, равен 11 см и образует 
с плоскостью основания угол 30�.

3. Осевое сечение цилиндра — ква-
драт со стороной 10 см. Найдите бо-
ковую поверхность цилиндра. В  от-
вет запишите S�
��.

4. Во сколько раз увеличится боковая 
поверхность цилиндра, если радиус 
его основания увеличится в 2 раза, 
а образующая — в 3 раза?

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Îíà ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêà è äâóõ êðóãîâ (îñíî-
âàíèé öèëèíäðà).

Ïðèìåð. Â öèëèíäðå ïëîùàäü îñ-
íîâàíèÿ ðàâíà Q, à ïëîùàäü îñåâîãî 
ñå÷åíèÿ ðàâíà S. Íàéäèòå ïîëíóþ ïî-
âåðõíîñòü öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü Sîñí���Q è SABCD���S.
Îáîçíà÷èì OA���R è AD���H, òîãäà 

Sïîëí� ��2�R(H� ��R). Íî ñîãëàñíî óñëî-
âèþ 2RÍ���S, Sáîê���2�RH, òîãäà 

Sáîê����S.
Òîãäà Sïîëí���Sáîê���2Q����S���2Q.
Îòâåò: �S���2Q.

Угол между прямой и плоскостью
Ïðèìåð. Ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà, ïëîùàäü áîêî-

âîé ïîâåðõíîñòè êîòîðîãî ðàâíà Q, ïðîâåäåíà ñåêóùàÿ 
ïëîñêîñòü. Äèàãîíàëü îáðàçîâàííîãî ñå÷åíèÿ íàêëîíåíà 
ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì �. Íàéäèòå ïëîùàäü 
ñå÷åíèÿ, åñëè îòðåçîê, êîòîðûé ñîåäèíÿåò öåíòð îñíîâà-
íèÿ öèëèíäðà ñ òî÷êîé îêðóæíîñòè âòîðîãî îñíîâàíèÿ, 
íàêëîíåí ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ ïîä óãëîì �.
Ðåøåíèå. Ïóñòü AA1B1B — äàííîå 
ñå÷åíèå, ÎÎ1 — îñü öèëèíäðà, òîãäà  
Sáîê = Q, �A1BA = �, �O1A1O = �. 
Ïóñòü R — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèí-
äðà. Òîãäà èç GO1A1O: 
H = OO1 = R tg �.

Òàê êàê Q = 2�RH = 2�R2 tg �, òî 

R
Q Q2

2 2
= =

π α
α

πtg

ctg
. 

Èç GABA1: AB = AA1�������� = OO1  

ctg � = R tg � ctg �. 
S AB AA R

Q Q

ABB A1 1
2 2

2

2 2

= ⋅ = =

= ⋅ =

tg ctg

tg
tg ctg

tg ctg

α β

π α
α β α β

π
.  

Îòâåò: 
Q tg ctgα β

π2
.  

5. Цилиндр, радиус основания и вы-
сота которого равны 3,5 см, вписан 
в прямоугольный параллелепипед. 
Найдите объём параллелепипеда.

6. Конус и цилиндр имеют общее осно-
вание и общую высоту. Объём кону-
са равен 75. Найдите объём цилин-
дра.

R

h

7. Найдите объём V1 части цилиндра, 
изображённой на рисунке. В ответ 
запишите отношение V1 и �.

O

7

7
2
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Угол между плоскостями
Ïðèìåð . Ïëîñêîñòü, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç öåíòð íèæíåãî îñíîâàíèÿ 

öèëèíäðà ïîä óãëîì � ê îñíîâàíèþ, ïåðåñåêàåò îñíîâàíèå ïî õîðäå, 
ðàâíîé h è ñòÿãèâàþùåé äóãó �. Íàéäèòå ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòè öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç Î è CD, òîãäà îíà ïåðå-
ñåêàåò íèæíåå îñíîâàíèå ïî äèàìåòðó ÀÂ. Ïóñòü OF N AB, CM = MD, 
O1M N CD, òîãäà �MOF = �O1MO = �, CD = h, �CO1D = �. Ïëîùàäü 
áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà S = 2�RH, ãäå R = O1C, H = OO1. 

Ó÷èòûâàÿ ÷òî CM CD
h� �1

2 2
,  ∠ = ∠ =CO M CO D1 1

1

2 2

β
.  

Èç GO1CM: O C
CM
CO M

h
1

1 2
2

=
∠

=
sin sin

;β  

O M CM CO M
h

1 1 2 2
= ∠ =ctg ctg

β
.  Èç GOO1M: OO O M O MO

h
1 1 1 2 2
= ∠ =tg ctg tg

β α.

Òîãäà S
h h h

= ⋅ ⋅ =2
2

2
2 2

2

2
2

2

π β
β α

π β α

β
sin sin

.ctg tg
ctg tg

Îòâåò: 
π β α

β

h2

2

2
2

ctg tg

sin
.

Угол между скрещивающимися прямыми
Ïðèìåð . Êîíöû îòðåçêà ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ îñíîâàíèé ðàâ-

íîñòîðîííåãî öèëèíäðà (îñåâîå ñå÷åíèå — êâàäðàò), óãîë ìåæäó ðàäè-
óñàìè, ïðîâåä¸ííûìè â êîíöû îòðåçêà, ðàâåí �. Íàéäèòå óãîë ìåæäó 
ýòèì îòðåçêîì è îñüþ öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ÎÎ1 — îñü öèëèíäðà, ÀÂ — äàííûé îòðåçîê. 
Óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè ÎÀ è Î1Â ðàâåí óãëó CO1B, ò. å. �CO1B = �. 
Èñêîìûé óãîë ìåæäó îòðåçêîì ÀÂ è îñüþ ÎÎ1 ðàâåí óãëó ABD. 
Ïðîâåä¸ì O1K N BC.

Èç GCO1K: 

CK CO CO K CO CO B CO= ⋅ ∠ = ∠⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟
=1 1 1 1 1

1

2 2
sin sin sin .

α
 

Òàê êàê CB CK CO= =2 2
21 sin ,
α

 òî AD CO= 2
21 sin .
α

 

Èç GABC, ó÷èòûâàÿ ÷òî DB = 2CO1, èìååì: tg∠ = = =ABD
AD
BD

CO

CO

2
2

2 2

1

1

sin
sin ,

α
α

 çíà÷èò, 

∠ = ⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

ABD arctg sin .
α
2

Îòâåò: arctg sin .
α
2

⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

1

1
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Расстояние между скрещивающимися прямыми
Ïðèìåð. Îòðåçîê ïðÿìîé, ñîåäèíÿþùèé òî÷êó îêðóæíîñòè âåðõ-

íåãî îñíîâàíèÿ öèëèíäðà ñ òî÷êîé îêðóæíîñòè íèæíåãî îñíîâàíèÿ, 
ðàâåí l è ñîñòàâëÿåò ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ óãîë �. Íàéäèòå ðàññòî-
ÿíèå îò ýòîé ïðÿìîé äî îñè öèëèíäðà, åñëè îñåâîå ñå÷åíèå öèëèí-
äðà — êâàäðàò.

Ðåøåíèå. Ïóñòü AB1 = l, �B1AB = �.

Èç GB1BA èìååì: BB1 = AB1 � sin �B1AB = l sin �. 

AB = AB1 cos �B1AB = l cos �, òîãäà OB OA
l= =
2

sin ,α  AM
l=
2

cos .α  

Èç GOMA:

OM OA AM
l l l= − = − = −2 2
2

2
2

2

4 4 2
2sin cos cos .α α α

Òàê êàê OO1 || BB1, òî OO1 || (ABB1), è, çíà÷èò, ðàññòîÿíèå îò ïðÿìîé ÀÂ1 äî îñè ÎÎ1 
ðàâíî ðàññòîÿíèþ îò ïëîñêîñòè ABB1 äî îñè ÎÎ1, à ðàññòîÿíèå îò ïëîñêîñòè ÀÂÂ1 äî ïðÿ-
ìîé ÎÎ1 ðàâíî äëèíå ïåðïåíäèêóëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Î íà ïëîñêîñòü ÀÂÂ1, ò. å. 

OM
l= −
2

2cos .α  

Îòâåò: 
l
2

2− cos .α  

Расстояние от точки до прямой
Ïðèìåð. Âûñîòà öèëèíäðà Í, ðàäèóñ îñíîâàíèÿ R. Êîíöû äàí-

íîãî îòðåçêà ëåæàò íà îêðóæíîñòÿõ îáîèõ îñíîâàíèé, äëèíà îòðåçêà 
ðàâíà l. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò ýòîãî îòðåçêà äî îñè öèëèíäðà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü OO1 = H, O1A = R, AB = l. ×åðåç îòðåçîê ÀÂ ïðîâå-
ä¸ì ñå÷åíèå öèëèíäðà ABCD, êîòîðîå ïàðàëëåëüíî îñè öèëèíäðà ÎÎ1. 
Èç GABC:

CB AB AC l H= − = −2 2 2 2.  Ïðîâåä¸ì OK N CB.

Òîãäà CK CB l H= = −1

2

1

2
2 2.  Äàëåå èç GKCO: 

KO CO CK R l H R l H= − = − − = − +2 2 2 2 2 2 2 21

4

1

2
4( ) .  

Ó÷èòûâàÿ ÷òî ðàññòîÿíèå ìåæäó ñêðåùèâàþùèìèñÿ ïðÿìûìè ÀÂ è ÎÎ1 ðàâíî ðàñ-
ñòîÿíèþ ìåæäó ïðÿìîé ÎÎ1 è ïëîñêîñòüþ ÀÂÑ, ïîëó÷àåì, ÷òî èñêîìîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 
1

2
4 2 2 2R l H− + .  

Îòâåò: 
1

2
4 2 2 2R l H− + .

Расстояние от точки до плоскости
Ïðèìåð. Ðàäèóñ öèëèíäðà ðàâåí R, âûñîòà Í, ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïàðàëëåëüíîãî îñè, 

ðàâíà S. Íà êàêîì ðàññòîÿíèè îò îñè íàõîäèòñÿ ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ?
Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD — ñå÷åíèå öèëèíäðà. SABCD = S, OO1 — îñü öèëèíäðà, OO1 = AD = 

= H, O1A = O1B = R.

�

�

�

�

�

	

�
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Òàê êàê S = AB���AD, òî AB
S
AD

S
H

� � .  Ðàññòîÿíèå ìåæäó ïëî-

ñêîñòüþ ÀÂÑ è ïðÿìîé ÎÎ1 (ãäå ÎÎ1 || ÀÂÑ) ðàâíî äëèíå ïåðïåíäèêó-

ëÿðà, îïóùåííîãî èç òî÷êè Î1 íà ïëîñêîñòü ÀÂÑ.

Ïðîâåä¸ì O1F N AB. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî AF FB AB
S
H

� � �1

2 2
,  èç 

GAFO1 ïîëó÷àåì: 

FO AO AF R
S

H

H R S
H1 1

2 2 2
2

2

2 2 2

4

4

2
= − = − = −

.  

Ýòî è åñòü èñêîìîå ðàññòîÿíèå.

Îòâåò: 
4

2

2 2 2H R S
H

�
.

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните таблицу:

Sáîê

Sïîëí

V

Ответы на тестовые задания к неделе 29
1 — 9. 2 — 181,5. 3 — 100. 4 — 6. 5 — 171,5. 6 — 225. 7 — 315.
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НЕДЕЛЯ 30 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.4. Тела и поверхности вращения

5.4.2. Конус. Основание, высота, боковая поверхность, образу-
ющая, развёртка

5.5. Измерение геометрических величин
5.5.6. Площадь поверхности конуса, цилиндра, сферы
5.5.7. Объём куба, прямоугольного параллелепипеда, пирами-

ды, призмы, цилиндра, конуса, шара

ПРЯМОЙ КРУГОВОЙ КОНУС 
Êîíóñîì (êðóãîâûì êîíóñîì) íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç êðóãà (îñíîâàíèÿ êî-

íóñà), òî÷êè, êîòîðàÿ íå ëåæèò â ïëîñêîñòè ýòîãî êðóãà (âåðøèíû êîíóñà), è âñåõ îòðåçêîâ, 
ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíó ñ òî÷êàìè îñíîâàíèÿ.

Îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå âåðøèíó êîíóñà ñ òî÷êàìè îêðóæíîñòè îñíîâàíèÿ, íàçûâàþò îá-
ðàçóþùèìè êîíóñà.

        

Ïðÿìûì êðóãîâûì êîíóñîì íàçûâàåòñÿ êîíóñ, â êîòîðîì ïðÿìàÿ, ñîåäèíÿþùàÿ âåð-
øèíó ñ öåíòðîì îñíîâàíèÿ, ïåðïåíäèêóëÿðíà ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ (âåðøèíà ïðîåöèðóåòñÿ 
â öåíòð îñíîâàíèÿ) (äàëåå ïîä ñëîâîì «êîíóñ» ïîíèìàåì ïðÿìîé êðóãîâîé êîíóñ).

Êðóã ñ öåíòðîì Î — îñíîâàíèå êîíóñà, L���SA — îáðàçóþùàÿ êîíóñà, S — âåðøèíà êî-
íóñà, R���AO — ðàäèóñ îñíîâàíèÿ êîíóñà.

Ïðÿìàÿ SO — îñü êîíóñà, îòðåçîê SO���H — âûñîòà êîíóñà.
  Êîíóñ ÿâëÿåòñÿ òåëîì âðàùåíèÿ, ò. ê. ïðè âðàùåíèè ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà îêîëî 
îäíîãî èç êàòåòîâ êàê îñè îáðàçóåòñÿ êîíóñ.

Сечение плоскостью

Свойства конуса
1. Îñíîâàíèå êîíóñà — êðóã.
2. Îñíîâàíèå âûñîòû êîíóñà — öåíòð îñíîâàíèÿ êîíóñà.
3. Îáðàçóþùèå êîíóñà ðàâíû è ñîñòàâëÿþò îäèíàêîâûå óãëû ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ 

êîíóñà è îäèíàêîâûå óãëû ñ âûñîòîé.
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Сечение конуса плоскостями
1. Ñå÷åíèå êîíóñà, ïðîõîäÿ-

ùåå ÷åðåç åãî îñü, — îñåâîå 
ñå÷åíèå — ðàâíîáåäðåííûé 
òðåóãîëüíèê SAB, â êîòîðîì 
SA� ��SB� ��L — îáðàçóþùèå 
êîíóñà; AB���2R.

2. Ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòüþ, 
ïðîõîäÿùåé ÷åðåç åãî âåðøè-
íó: GASC — ðàâíîáåäðåííûé, 
AS� ��SC� ��L — îáðàçóþùèå; 
AC — õîðäà; OA���OC���R — 
ðàäèóñ îñíîâàíèÿ; OD — ðàñ-
ñòîÿíèå îò îñíîâàíèÿ âûñîòû 
êîíóñà äî õîðäû ÀÑ.

3. Ñå÷åíèå êîíóñà ïëîñêîñòüþ, 
ïàðàëëåëüíîé îñíîâàíèþ.
Ïëîñêîñòü, ïàðàëëåëüíàÿ 

îñíîâàíèþ êîíóñà, ïåðåñåêà-
åò êîíóñ ïî êðóãó, à áîêîâóþ 
ïîâåðõíîñòü — ïî îêðóæíîñòè 
ñ öåíòðîì íà îñè êîíóñà:

R

R

SO

SO
ñå÷

êîí

� 1 .

Площадь боковой и полной поверхности 
конуса. Объём конуса

Äëÿ êîíóñà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R, âûñîòîé Í è îá-
ðàçóþùåé L:

1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà: 

Sáîê����RL.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà: 

Sïîëí���Sáîê���Sîñí����RL����R2����R(L���R).

3. Ôîðìóëà îáú¸ìà: 

V R H= 1

3
2π .

ñå÷1

1. Осевым сечением конуса являет-
ся равнобедренный тре угольник 
с углом при вершине 120� и боковой 
стороной 12 3  см. Найдите радиус 
основания конуса.

2. Площадь боковой поверхности ко-
нуса равна 196� см2, а радиус его 
основания — 7 2  см. Найдите угол 
развёртки конуса.

3. Через вершину конуса проведена 
плоскость, пересекающая его осно-
вание по хорде, которую видно из 
центра основания под углом �, а  из 
вершины — под углом �. Опреде-
лите боковую поверхность кону-
са, если площадь сечения равна S. 

Вычислите при S =
12
π

 см2, �� �� 60�, 
����120�.

4. Осевым сечением конуса является 
правильный треугольник. Образу-
ющая конуса — 4 3  см. Найдите 
высоту конуса.
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Развёртка конуса
Åñëè ïîâåðõíîñòü êîíóñà ðàç-

ðåçàòü ïî îáðàçóþùåé è îêðóæ-
íîñòè îñíîâàíèÿ è ðàçâ¸ðíóòü å¸ 
òàê, ÷òîáû áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü 
è îñíîâàíèå ëåæàëè â îäíîé 
ïëîñêîñòè, òî íà ïëîñêîñòè ïî-
ëó÷èòñÿ ôèãóðà, êîòîðàÿ íàçû-
âàåòñÿ ðàçâ¸ðòêîé êîíóñà. 
Ðàçâ¸ðòêà êîíóñà ñîñòîèò èç ñåê-
òîðà SAA1, ðàäèóñ êîòîðîãî ðà-
âåí îáðàçóþùåé êîíóñà, à äëèíà 
äóãè ðàâíà äëèíå îêðóæíîñòè 
îñíîâàíèÿ êîíóñà, è êðóãà îñíî-
âàíèÿ.

Ïóñòü óãîë ïðè âåðøèíå 
îñåâîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà ASB ðà-
âåí��, à �ASA1���� — óãîë â ðàç-
â¸ðòêå êîíóñà.

Ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

β π
α

= 2
2

sin ;

 α
β
π

= 2
2

arcsin .

Ïðèìåð. ×åðåç âåðøèíó êîíóñà ïðîâåäåíà ïëî-
ñêîñòü, ïåðåñåêàþùàÿ åãî îñíîâàíèå ïî õîðäå, êîòîðóþ 
âèäíî èç âåðøèíû ïîä óãëîì �, à èç öåíòðà îñíîâàíèÿ — 
ïîä óãëîì �. Íàéäèòå áîêîâóþ ïîâåðõíîñòü êîíóñà, åñëè 
ðàññòîÿíèå îò öåíòðà åãî îñíîâàíèÿ äî ñåðåäèíû îáðàçó-
þùåé ðàâíî d.

Ðåøåíèå. GSAB — ñå÷åíèå êî-
íóñà ïëîñêîñòüþ, SB� ��SA, M — 
ñåðå äèíà îáðàçóþùåé SA, SO — 
âûñîòà, �ASB����, �AOB����.

OM� �� d, áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü 
êîíóñà Sáîê����RL, ãäå 

R���OA, L���SA.
Â GSOA (�SOA� ��90�): ñåðåäè-

íà M — öåíòð îïèñàííîé îêðóæ-
íîñòè, ò. å. MO���MA���MS, ò. å. 
SA���2d.

Ïðîâåä¸ì SN N AB, ïî òåîðåìå 
î òð¸õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ ON N AB.

SA� ��SB, òîãäà SN — áèññåêòðèñà �ASB, à ON — 
áèññåêòðèñà �AOB, ò. ê. AO���OB.

Èç GSNA: 

NA SA d= =sin sin .
α α
2

2
2

 

5. Образующая конуса наклонена 
к плоскости основания под углом 
45�, а высота конуса равна 6 2  см. 
Найдите боковую поверхность кону-

са. В ответ запишите 
S
π 2

.

6. Образующая конуса равна 8 3  см 
и наклонена к плоскости его основа-
ния под углом 60�. Найдите полную 
поверхность конуса. В ответ запи-

шите результат 
S
π

.

7. Образующая конуса равна 10 см. 
Найдите полную поверх ность кону-
са, если его высота равна 6 см. В от-

вет запишите 
S
π

.

8. Найдите объём V1 части конуса, изо-
бражённой на рисунке. В ответ запи-
шите отношение удвоенного объёма 
V1 и �.

S

O 60�

18

18

ДЛЯ ЗАМЕТОК

256

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 3

0.
 Г

ео
ме

тр
ия

. С
те

ре
ом

ет
ри

я

ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ



Èç GONA: 

OA
NA d

= =
sin

sin

sin
.

β

α

β
2

2
2

2

  

S OA SA
d

d
d

áîê = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =π π

α

β

π
α

β

2
2

2

2
4

2

2

2sin

sin

sin

sin
. 

Îòâåò: 
4

2

2

2π α

β

d sin

sin
.  

Усечённый конус
Óñå÷¸ííûì êîíóñîì íàçûâàåòñÿ ÷àñòü 

êîíóñà, çàêëþ÷¸ííàÿ ìåæäó åãî îñíîâàíèåì 
è ñåêóùåé ïëîñêîñòüþ, ïàðàëëåëüíîé îñíî-
âàíèþ.

Îñíîâàíèåì óñå÷¸ííîãî êîíóñà íàçûâà-
åòñÿ îñíîâàíèå ïîëíîãî êîíóñà, èç êîòîðîãî 
ïîëó÷åí óñå÷¸ííûé, è ÷àñòü ñåêóùåé ïëîñêî-
ñòè, îãðàíè÷åííàÿ êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ 
(êðóã). (Êðóãè ñ öåíòðàìè Î è Î1 — îñíîâà-
íèÿ; L���AA1 — îáðàçóþùàÿ óñå÷¸ííîãî êî-
íóñà; OA���R è O1A1���r — ðàäèóñû îñíîâàíèé 
óñå÷¸ííîãî êîíóñà.)

Óñå÷¸ííûé êîíóñ ìîæåò áûòü îáðàçîâàí 
âðàùåíèåì ïðÿìîóãîëüíîé òðàïåöèè âîêðóã 
áîêîâîé ñòîðîíû, ïåðïåíäèêóëÿðíîé å¸ îñ-
íîâàíèÿì.

Свойства усечённого конуса
1. Îñíîâàíèÿ — êðóãè.
2. Îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé öåíòðû îñíîâàíèé, ïåðïåíäèêóëÿðåí ïëîñêîñòÿì îñíîâàíèé.
3. Îáðàçóþùèå ðàâíû è ñîñòàâëÿþò îäèíàêîâûå óãëû ñ ïëîñêîñòüþ îñíîâàíèÿ.
4. Îñåâîå ñå÷åíèå — ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ.

Основные формулы для усечённого конуса
Äëÿ óñå÷¸ííîãî êîíóñà ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé R è r, âûñîòîé Í è îáðàçóþùåé L:

1. Áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü: 

Sáîê����(R���r)L.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S S S S R r L R rïîëí áîê îñí îñí= + + = + + +
1 2

2 2π π( ) ( ).

3. Îáú¸ì:

V H R Rr r= + +1

3
2 2π ( ).

S
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Развёртка усечённого конуса
Åñëè ïîâåðõíîñòü óñå÷¸ííîãî êîíóñà ðàçðåçàòü ïî îáðàçóþùåé 

è îêðóæíîñòÿì è ðàçâåðíóòü òàê, ÷òîáû áîêîâàÿ ïîâåðõíîñòü 
ñ îñíîâàíèÿìè ëåæàëè â îäíîé ïëîñêîñòè, òî ïîëó÷èì ôèãóðó, 
íàçûâàåìóþ ðàçâ¸ðòêîé óñå÷¸ííîãî êîíóñà.

Ðåøàÿ çàäà÷è, â óñëîâèè êîòîðûõ ôèãóðèðóåò óñå÷¸ííûé êî-
íóñ, îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò êàêóþ-ëèáî èç òð¸õ ôèãóð:

1) îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷¸ííîãî êîíóñà — ðàâ-
íîáîêóþ òðàïåöèþ ABCD, AB���CD���L, 
O1C���r; OD���R; MD���R � r; AM���R���r;

3) îñåâîå ñå÷åíèå ïîëíîãî êîíóñà, èç êîòî-
ðîãî ïîëó÷åí äàííûé óñå÷¸ííûé êîíóñ;

2) ïðÿìîóãîëüíóþ òðàïåöèþ, êîòîðàÿ ïðè 
âðàùåíèè îáðàçóåò äàííûé óñå÷¸ííûé 
êîíóñ;

4) ïîëåçíûé ôàêò: åñëè â îñåâîå ñå÷å-
íèå óñå÷¸ííîãî êîíóñà ìîæíî âïèñàòü 
îêðóæíîñòü, òî åãî âûñîòà åñòü ñðåäíåå 
ïðîïîðöèîíàëüíîå ìåæäó äèàìåòðàìè 
îñíîâàíèé.

H D d= ⋅ ,  ãäå D���2R, d���2r

Ïðèìåð. Îáðàçóþùàÿ óñå÷¸ííîãî êîíóñà íàêëîíåíà ê ïëîñêîñòè áîëüøåãî îñíîâàíèÿ 
ïîä óãëîì �. Íàéäèòå îáú¸ì êîíóñà, åñëè ðàäèóñû îñíîâàíèé R è r.

Ðåøåíèå. Ðàññìîòðèì îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷¸ííîãî êîíóñà — ðàâíî-
áîêóþ òðàïåöèþ AA1B1B. AA1� ��B1B� ��L — îáðàçóþùèå, AO� ��R, 
A1O1���r. �A1AO����.

Ïðîâåä¸ì A1M N AB, A1M���OO1���H — âûñîòà óñå÷¸ííîãî êîíóñà.

Èç GA1MA (�A1MA���90�): A1M���AM tg ����(R � r) tg �.

V H R Rr r= + +1

3
2 2π ( ),  ãäå H���A1M. 

Òîãäà 

V R r R Rr r R r= − + + = −1

3

1

3
2 2 3 3π α π α( ) ( ) ( ) .tg tg  

Îòâåò: 
1

3
3 3π α( ) .R r− tg
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Угол между прямой и плоскостью
Ïðèìåð. Ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷¸ííîãî êîíóñà ðàâíû 3 ñì è 6 ñì, à îáðàçóþùàÿ — 

5 ñì. Íàéäèòå âûñîòó óñå÷¸ííîãî êîíóñà, ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ, óãîë íàêëîíà îáðàçóþ-
ùåé ê ïëîñêîñòè îñíîâàíèÿ.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷¸ííîãî êîíóñà, AO1 = 
= 6 ñì, ÂÎ = 3 ñì, ÀÂ = 5 ñì. ABCD — ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. 
Ïðîâåä¸ì BK N AD, òîãäà BK = OO1. Èç GABK: 

BK AB AK AB AO BO= − = − − =2 2 2
1

2( )

= − − = =2 25 6 3 16 4( ) ( ).ñì

S
AD BC

BK
AO BO

BK AO BO BK= + ⋅ =
+

⋅ = + ⋅ =
2

2

2
1

1
( )

( )  

= + ⋅ =3 6 4 36( ) (ñì2), ãäå S — ïëîùàäü îñåâîãî ñå÷åíèÿ. 

Èç GABK: tg∠ = =BAK
BK
AK

4

3
,  òîãäà ∠ =BAK arctg

4

3
.

Îòâåò: 4 ñì; 36 ñì2; arctg
4

3
.  

Угол между плоскостями
Ïðèìåð. Âûñîòà êîíóñà ðàâíà h. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ, ïðîõî-
äÿùåãî ÷åðåç âåðøèíó êîíóñà è õîðäó îñíîâàíèÿ, ñòÿãèâàþùóþ äóãó, 
óãëîâàÿ âåëè÷èíà êîòîðîé �, åñëè ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ îáðàçóåò ñ ïëî-
ñêîñòüþ îñíîâàíèÿ êîíóñà óãîë �.

Ðåøåíèå. Ïóñòü SAB — äàííîå ñå÷åíèå, SO — âûñîòà, SO = h, 
�AOB = �. Ïðîâåä¸ì OK N AB, òîãäà SK N AB ñîãëàñíî òåîðåìå î òð¸õ 
ïåðïåíäèêóëÿðàõ, è çíà÷èò, �SKO = �. Èç GSKO: 

SK
SO

SKO
h=

∠
=

sin sin
;

β
 KO = SO�������SKO = h ctg �.

Èç GAOK: AK OK AOK h= ⋅ ∠ = ⋅tg ctg tgβ α
2

.  

Ïëîùàäü ñå÷åíèÿ S íàõîäèì ïî ôîðìóëå:

S AB SK AK SK AK SK h
h

h= ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅
⋅1

2

1

2
2

2
22ctg tg

tg
β α

β

β α

sin

cos

sinn
.

2 β
 

Îòâåò: h2
2

2⋅
⋅cos

sin
.

β α

β

tg

Угол между скрещивающимися прямыми
Ïðèìåð. Èç öåíòðîâ Î è Î1 óñå÷¸ííîãî êîíóñà ïðîâåäåíû ðàäèóñû 

ÎÂ è Î1À. Íàéäèòå óãîë ìåæäó ýòèìè ðàäèóñàìè, åñëè ÎÂ � 3 ñì, 
Î1À � 4 ñì, ÎÎ1 � 12 ñì, ÀÂ � 13 ñì.

Ðåøåíèå. Ïðîâåä¸ì O1C || OB, òîãäà óãîë ìåæäó ðàäèóñàìè ÎÂ è O1A 
ðàâåí óãëó AO1C. Ïðîâåä¸ì BK || OO1, òîãäà BK � 12 ñì, O1K � ÎÂ � 3 ñì.

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABK èìååì:

AK AB BK= − = − =2 2 2 213 12 5 ( ).ñì  

�

	

�

�

�

�



�

�
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Ïîñêîëüêó â òðåóãîëüíèêå O1AK èìååì: AK AO O K2
1
2

1
2= +  (52 � 32 � 42), òî �AO1K � 90�. 

Ñëåäîâàòåëüíî, óãîë ìåæäó äàííûìè ðàäèóñàìè ðàâåí 90�.
Îòâåò: 90�.

Расстояние между скрещивающимися прямыми
Ïðèìåð. Ðàäèóñû îñíîâàíèé óñå÷¸ííîãî êîíóñà ðàâíû 3 ñì è 6 ñì, 

à îáðàçóþùàÿ — 5 ñì. Íàéäèòå ðàññòîÿíèå ìåæäó ëþáûìè äâóìÿ äèà-
ìåòðàìè îñíîâàíèé.

Ðåøåíèå. Îáùèì ïåðïåíäèêóëÿðîì äâóõ äèàìåòðîâ îñíîâàíèé ÿâ-
ëÿåòñÿ îòðåçîê ÎÎ1, ãäå Î è Î1 — öåíòðû îñíîâàíèé.

Ïóñòü ABCD — îñåâîå ñå÷åíèå óñå÷¸ííîãî êîíóñà. 
AO1 � 6 ñì, ÂÎ � 3 ñì, ÀÂ � 5 ñì.
ABCD — ðàâíîáîêàÿ òðàïåöèÿ. Ïðîâåä¸ì BK N AD, òîãäà BK � OO1. 

Èç ïðÿìîóãîëüíîãî òðåóãîëüíèêà ABK:

BK AB AK AB AO BO= − = − − = − − = =2 2 2
1

2 2 25 6 3 16 4( ) ( ) ( ).ñì  

Îòâåò: 4 ñì.

Расстояние от точки до прямой
Çàäà÷à. Óãîë ïðè âåðøèíå îñåâîãî ñå÷åíèÿ êîíóñà ðàâåí �, à ðàñ-

ñòîÿíèå îò öåíòðà îñíîâàíèÿ ê îáðàçóþùåé êîíóñà — à. Íàéäèòå ïëî-
ùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà.

Ðåøåíèå. MAB — îñåâîå ñå÷åíèå êîíóñà. �AMB = �; OK N AM; 

OK = à. Èç GAOK (�K = 90�): OA
OK a=
° −⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
=

sin cos
.

90
2 2
α α  

Èç GMOA (�O = 90�): AM
AO a= =

sin cos sin
.α α α

2 2 2

 

Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè êîíóñà S OA MA
a= ⋅ ⋅ =π π

α α

2

2

2 2
sin cos

.

Îòâåò: 
π
α α

a2

2

2 2
sin cos

.

Расстояние от точки до плоскости
Ïðèìåð. Â îñíîâàíèè êîíóñà ïðîâåäåíà õîðäà ÀÂ íà ðàññòîÿíèè 3 ñì îò öåíòðà Î îñíî-

âàíèÿ. MO — âûñîòà êîíóñà, MO � 6 2 ( ).ñì  Íàéäèòå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè Î äî ïëîñêîñòè 
ÀÌÂ.

Ðåøåíèå. Òî÷êà K — ñåðåäèíà õîðäû ÀÂ. Òîãäà OK N AB, OK = 3 ñì. OK — ïðîåêöèÿ MK 
íà ïëîñêîñòü AOB, OK N AB. Òîãäà MK N AB. Ñëåäîâàòåëüíî, AB N (MOK) è (AMB) N (MOK). 
Â ïëîñêîñòè MOK îïóñòèì ïåðïåíäèêóëÿð OE íà ëèíèþ MK ïåðåñå÷åíèÿ ïëîñêîñòåé MOK 
è AMB. Òàê êàê ïëîñêîñòè MOK è AMB ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî OE N (AMB), òî åñòü OE — 
èñêîìîå ðàññòîÿíèå. 

1
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Èç GMOK (�O = 90�): 

MK OK MO= + = + =2 2 9 72 9 ( ).ñì  Òàê êàê SGMOK 
�
 

1

2  MO ��OK 

è SGMOK � 

1

2  OÅ ��ÌK, òî OÅ ��ÌK = ÌO ��ÎK.

Òàê êàê OE���MK = MO���OK, òî 

OE
MO OK

MK
=

⋅
= 2 2 ñì. 

Îòâåò: 2 2 ñì. 

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните таблицу:

Sáîê

Sïîëí

V

Ответы на тестовые задания к неделе 30
1 — 18. 2 — 180. 3 — 16. 4 — 6. 5 — 72. 6 — 144. 7 — 144. 8 — 3240.
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НЕДЕЛЯ 31 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.4. Тела и поверхности вращения

5.4.3. Шар и сфера, их сечения
5.5. Измерение геометрических величин

5.5.6. Площадь поверхности конуса, цилиндра, сферы
5.5.7. Объём куба, прямоугольного параллелепипеда, пирами-

ды, призмы, цилиндра, конуса, шара

ШАР И СФЕРА
Øàðîì íàçûâàåòñÿ òåëî, êîòîðîå ñîñòîèò èç âñåõ òî÷åê ïðîñòðàí-

ñòâà, ðàñïîëîæåííûõ íà ðàññòîÿíèè, íå áîëüøåì äàííîãî (ýòî ðàñ-
ñòîÿíèå íàçûâàåòñÿ ðàäèóñîì øàðà), îò äàííîé òî÷êè (öåíòðà øà-
ðà). (OA���OB���R — ðàäèóñ øàðà; AB���2R — äèàìåòð øàðà.) 

Ïîâåðõíîñòü øàðà íàçûâàåòñÿ øàðîâîé ïîâåðõíîñòüþ, èëè ñôå-
ðîé.

Øàð (ñôåðà) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí âðàùåíèåì ïîëóêðóãà (ïîëó-
îêðóæíîñòè) îêîëî äèàìåòðà.

Свойства шара

1. Ëþáîå ñå÷åíèå øàðà ïëîñêîñòüþ — êðóã. Öåíòð ýòîãî êðóãà — îñíîâàíèå ïåðïåíäèêó-
ëÿðà, îïóùåííîãî èç öåíòðà øàðà íà ñåêóùóþ ïëîñêîñòü.

2. Äèàìåòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü ïðîõîäèò ÷åðåç öåíòð øàðà.
3. Ñå÷åíèÿ øàðà, îäèíàêîâî óäàë¸ííûå îò åãî öåíòðà, èìåþò îäèíàêîâûå ðàäèóñû.
4. Èç äâóõ ñå÷åíèé øàðà áîëüøèé ðàäèóñ èìååò òî, ïëîñêîñòü êîòîðîãî áëèæå ê öåíòðó.
5. Ëþáàÿ äèàìåòðàëüíàÿ ïëîñêîñòü øàðà — ïëîñêîñòü åãî ñèììåòðèè, öåíòð øàðà — 

öåíòð åãî ñèììåòðèè.
Êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ ê øàðó íàçûâàåòñÿ ïëîñêîñòü, êîòîðàÿ ïðîõîäèò ÷åðåç òî÷êó 

ñôåðû (òî÷êó êàñàíèÿ) è ïåðïåíäèêóëÿðíà ðàäèóñó, ïðîâåä¸ííîìó â ýòó òî÷êó.
Êàñàòåëüíàÿ ïëîñêîñòü èìååò ñ øà ðîì òîëüêî îäíó îáùóþ òî÷êó.
Êàñàòåëüíîé ê øàðó íàçûâàåòñÿ ïðÿìàÿ, êîòîðàÿ ëåæèò â ñåêóùåé ïëîñêîñòè è ïðîõî-

äèò ÷åðåç òî÷êó êàñàíèÿ ñôåðû è ïëîñêîñòè.
Âñå îòðåçêè êàñàòåëüíûõ, ïðîâåä¸ííûõ èç äàííîé òî÷êè ê øàðó, ðàâíû.
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Площадь поверхности. Объём шара
Äëÿ øàðà (ñôåðû) ðàäèóñà R: 

1. Îáú¸ì øàðà:

V R= 4

3
3π .

2. Ïëîùàäü ñôåðû: 

S���4�R2.

Части шара

Шаровой сегмент

Øàðîâîé ñåãìåíò — ÷àñòü øàðà, 
êîòîðóþ îòñåêàåò îò íåãî ñåêóùàÿ 
ïëîñêîñòü.

Ïëîñêîñòü ñå÷åíèÿ äåëèò øàð 
íà äâà ñåãìåíòà.

Äëèíû îòðåçêîâ äèàìåòðà, 
ïåðïåíäèêóëÿðíûå ïëîñêîñòè ñå-
÷åíèÿ, íàçûâàþòñÿ âûñîòàìè ñåã-
ìåíòîâ. (AB���H1 — âûñîòà ìåíü-
øåãî ñåãìåíòà; BC���H2 — âûñîòà 
áîëüøåãî ñåãìåíòà.)
1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: 

Sáîê���2�RH.

2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè: 

Sïîëí����H(4R � H).

3. Îáú¸ì:

V H R
H

A = −⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π 2

3
,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà, Í — âûñîòà ñåãìåíòà.

Шаровой сектор
Øàðîâîé ñåêòîð — òåëî, îãðàíè÷åííîå ñôåðè÷åñêîé 

ïîâåðõíîñòüþ øàðîâîãî ñåãìåíòà è áîêîâîé ïîâåðõ-
íîñòüþ êîíóñà, êîòîðîå èìååò îáùåå îñíîâàíèå ñ ñåãìåí-
òîì è âåðøèíó â öåíòðå øàðà.

1. Шар, диаметр которого 30 дм, пе-
ресечен плоскостью на расстоянии 
9  дм от центра. Найдите площадь 
сечения. В ответ запишите результат, 
поделённый на �.

2. Сфера касается всех сторон ромба, 
диагонали которого равны 12 см 
и 16 см. Найдите расстояние от цен-
тра сферы до плоскости ромба, если 
радиус сферы равен 10 см. Ответ 
округлить до сотых.

3. Будем считать радиус земного шара 
равным 6400 км. Найдите длину 
параллели, если её широта 60� 
π ≈( )3 14, .

4. Через конец радиуса шара проведе-
на плоскость под углом 45� к нему. 
Найдите площадь сечения, если ра-
диус шара равен 25 2  м, в ответ 
запишите Sсеч : �.

5. На сфере даны три точки. Прямо-
линейные расстояния между ними 
равны 12 см, 16 см, 20 см. Радиус 
сферы — 125  см. Найдите рассто-
яние от центра сферы до плоскости, 
проходящей через эти точки.

6. Площадь большого круга шара рав-
на 5. Найдите площадь поверхности 
шара.

O
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Çàìå÷àíèå. Åñëè øàðîâîé ñåãìåíò ìåíüøå ïîëóøàðà, 
òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ øàðîâîãî ñåêòîðà åãî äîïîëíÿþò êîíó-
ñîì, à åñëè áîëüøå ïîëóøàðà, òî êîíóñ óäàëÿþò.
1. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S R H H R Hïîëí = + −π ( ( ))2 2 .

2. Îáú¸ì: 

V R H= 2

3
2π .

3. Шаровой слой
Øàðîâîé ñëîé — ÷àñòü øàðà, 

ðàçìåù¸ííàÿ ìåæäó äâóìÿ ïà-
ðàëëåëüíûìè ñåêóùèìè ïëîñêî-
ñòÿìè.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ýòèìè ïëî-
ñêîñòÿìè íàçûâàåòñÿ âûñîòîé 
øàðîâîãî ñëîÿ Í, à ñàìè ñå÷å-
íèÿ, êîòîðûå îãðàíè÷èâàþò ïî-
ÿñ, — îñíîâàíèÿìè ñ ðàäèóñàìè 
R1 è R2.
1. Ïëîùàäü áîêîâîé ïîâåðõíîñòè: 

Sáîê���2�RH,

ãäå R — ðàäèóñ øàðà.
2. Ïëîùàäü ïîëíîé ïîâåðõíîñòè:

S RH R Rïîëí = + +π( )2 1
2

2
2 .

3. Îáú¸ì:

V
H

R R H= + +π
6

3 31
2

2
2 2( ).

7. Центром шара является вершина 
куба с ребром 1,8. Найдите площадь 
S части поверхности шара, лежащей 
внутри куба. В ответ запишите отно-
шения S к �.

8. Во сколько раз уменьшится пло-
щадь поверхности шара, если ради-
ус шара уменьшить в 3 раза?

9. Прямоугольный параллелепипед 
опи сан около шара, радиус которо-
го равен 4,5. Найдите его объём.

O

A B

CD Q

A1
B1

C1
D1

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Соедините рисунок части шара с его названием:

øàð  øàðîâîé ñåêòîð

øàðîâîé ñåãìåíò  øàðîâîé ñëîé

� Заполните таблицу:

Sáîê

Sïîëí

V

Ответы на тестовые задания к неделе 31
1 — 144. 2 — 8,77. 3 — 20096. 4 — 625. 5 — 5. 6 — 20. 7 — 1,62. 8 — 9. 9 — 729.
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НЕДЕЛЯ 32 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.5. Измерение геометрических величин

5.5.1. Величина угла, градусная мера угла, соответствие между 
величиной угла и длиной дуги окружности

5.5.2. Угол между прямыми в пространстве; угол между пря-
мой и плоскостью, угол между плоскостями

5.5.3. Длина отрезка, ломаной, окружности, периметр много-
угольника

5.5.4. Расстояние от точки до прямой, от точки до плоскости; 
расстояние между параллельными и скрещивающимися 
прямыми, расстояние между параллельными плоско-
стями

ПРЯМАЯ И ОТРЕЗОК, ЛУЧ.  
СРАВНЕНИЕ И ИЗМЕРЕНИЕ ОТРЕЗКОВ

×àñòü ïðÿìîé a, îãðàíè÷åííàÿ äâóìÿ òî÷êàìè, íàçûâàåòñÿ 
îòðåçêîì. Òî÷êè, îãðàíè÷èâàþùèå îòðåçîê, íàçûâàþòñÿ åãî êîí-
öàìè. 

Ïðîâåä¸ì ïðÿìóþ a è îòìåòèì íà íåé òî÷êó O. Òî÷êà Î ðàçäå-
ëÿåò ïðÿìóþ íà äâå ÷àñòè, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íàçûâàåòñÿ ëó÷îì, 
èñõîäÿùèì èç òî÷êè Î. Òî÷êà O íàçûâàåòñÿ íà÷àëîì êàæäîãî èç 
ëó÷åé. Îáû÷íî ëó÷ îáîçíà÷àþò ñòðî÷íîé ëàòèíñêîé áóêâîé.

Äâå ãåîìåòðè÷åñêèå ôèãóðû íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü íàëîæåíè-
åì. ×òîáû âûÿñíèòü, ðàâíû äâà îòðåçêà èëè íåò, íàêëàäûâàþò îäèí îòðåçîê íà äðóãîé òàê, 
÷òîáû êîíåö îäíîãî îòðåçêà ñîâìåñòèëñÿ ñ êîíöîì äðóãîãî. Åñëè ïðè ýòîì äâà äðóãèõ êîíöà 
òàêæå ñîâìåñòÿòñÿ, òî òàêèå îòðåçêè ðàâíû. Åñëè æå äâà äðóãèõ êîíöà íå ñîâìåñòÿòñÿ, òî 
ìåíüøèì ñ÷èòàåòñÿ òîò îòðåçîê, êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ÷àñòü äðóãîãî.

l

O K

O

Ñåðåäèíîé îòðåçêà íàçûâàåòñÿ òî÷êà ýòîãî îòðåçêà, äåëÿùàÿ åãî ïîïîëàì (òî åñòü íà äâà 
ðàâíûõ îòðåçêà).

Íàõîæäåíèå äëèíû îòðåçêîâ îñíîâàíî íà ñðàâíåíèè èõ ñ íåêîòîðûì îòðåçêîì, ïðèíÿ-
òûì çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ (ýòîò îòðåçîê íåðåäêî íàçûâàþò ìàñøòàáíûì îòðåçêîì). Âûáðàâ 
åäèíèöó èçìåðåíèÿ, ìîæíî íàéòè äëèíó ëþáîãî îòðåçêà. Íà ïðàêòèêå äëÿ èçìåðåíèÿ äëèí 
îòðåçêîâ è íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèé ÷àùå âñåãî èñïîëüçóþò ìèëëèìåòðû, ñàíòèìåòðû, äåöè-
ìåòðû, ìåòðû, êèëîìåòðû. Ýòè åäèíèöû èçìåðåíèÿ äëèí ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé, â ÷àñòíîñòè, 
ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

1 êèëîìåòð � 1000 ìåòðîâ, 1 ìåòð � 100 ñàíòèìåòðîâ, 
1 äåöèìåòð � 10 ñàíòèìåòðîâ, 1 ñàíòèìåòð � 10 ìèëëèìåòðîâ.

BA

a

O

a
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Углы. Сравнение и измерение углов
Óãëîì íàçûâàåòñÿ ôèãóðà, 

êîòîðàÿ ñîñòîèò èç òî÷êè, íàçû-
âàåìîé âåðøèíîé óãëà, è äâóõ 
ëó÷åé, íàçûâàåìûõ ñòîðîíàìè 
óãëà, èñõîäÿùèõ èç ýòîé òî÷-
êè. Óãîë îáîçíà÷àþò çíàêîì �. 
Íà ðèñ. 2 èçîáðàæ¸í óãîë ñ âåð-
øèíîé Î è ñòîðîíàìè OA è OB. 
Ýòîò óãîë îáîçíà÷àþò òàê: �AOB 
(áóêâà, îáîçíà÷àþùàÿ âåðøèíó, 
âñåãäà ñòàâèòñÿ ïîñåðåäèíå) èëè 
�Î (Î — áóêâà, ïîñòàâëåííàÿ 
ó âåðøèíû óãëà). Íåðåäêî óãîë 
îáîçíà÷àþò öèôðîé, ïîñòàâëåí-
íîé âíóòðè óãëà: �1.

Óãîë íàçûâàåòñÿ ðàçâ¸ðíó-
òûì, åñëè îáå åãî ñòîðîíû ëå-
æàò íà îäíîé ïðÿìîé, ò. å. êà-
æäàÿ ñòîðîíà ðàçâ¸ðíóòîãî óãëà 
ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì äðóãîé 
ñòîðîíû.

Äâà óãëà íàçûâàþòñÿ ðàâíû-
ìè, åñëè èõ ìîæíî ñîâìåñòèòü 
íàëîæåíèåì. ×òîáû óñòàíî-
âèòü, ðàâíû äâà íåðàçâ¸ðíóòûõ 
óãëà èëè íåò, íåîáõîäèìî ñî-
âìåñòèòü ñòîðîíó îäíîãî óãëà 
ñî ñòîðîíîé äðóãîãî òàê, ÷òîáû 
äâå äðóãèå ñòîðîíû îêàçàëèñü 
ïî îäíó ñòîðîíó îò ñîâìåñòèâ-
øèõñÿ ñòîðîí. Åñëè äâå äðóãèå 
ñòîðîíû òàêæå ñîâìåñòÿòñÿ, òî 
óãëû ðàâíû (ðèñ. 3, à). Åñëè æå 
ýòè ñòîðîíû íå ñîâìåñòÿòñÿ, òî 
ìåíüøèì ñ÷èòàåòñÿ òîò óãîë, 
êîòîðûé ñîñòàâëÿåò ÷àñòü äðó-
ãîãî (ðèñ. 3, á). Íà ðèñ. 3, à è á 
�1 � �2, �3 < �4.

Áèññåêòðèñîé óãëà íàçûâà-
åòñÿ ëó÷, èñõîäÿùèé èç âåð-
øèíû óãëà è äåëÿùèé åãî íà 
äâà ðàâíûõ óãëà. Ëó÷ OB — 
áèññåêòðèñà óãëà AOC (ðàâíûå 
óãëû íà ðèñóíêàõ îáîçíà÷àþò 
îäèíàêîâûìè äóæêàìè).

Çà åäèíèöó èçìåðåíèÿ óãëîâ ïðèíèìàþò ãðàäóñ (îáî-
çíà÷àåòñÿ 1�) — óãîë, ðàâíûé ÷àñòè ðàçâ¸ðíóòîãî óãëà. 
Áîëåå ìåëêèìè åäèíèöàìè èçìåðåíèÿ óãëîâ ÿâëÿþòñÿ 

4
3

3

4

Рис. 3, á

� O B

1 2

Рис. 3, à

�

O

B

1

Рис. 2

���
���

�

��������������

Рис. 1

Рис. 4

COA

B

1. Найдите длину дуги окружности, 
радиус которой равен 4 см, отве-
чающей центральному углу 270� 
π ≈( )3 14, .

2. Концы хорды делят окружность на 
две дуги, градусные меры которых 
относятся как 2�
�7. Найдите вписан-
ные углы, опирающиеся на эту хорду.

3. Точки K, M, N делят окружность на 
три дуги, так что !KM : !MN : !KN = 
= 4 : 5 : 9. Найдите углы треугольника 
KMN.

4. Может ли замкнутая ломаная иметь 
звенья длиной 2 м, 3 м, 4 м, 5 м, 
15 м? Объясните ответ.

5. Основания равнобокой трапеции 
равны 11 см и 15 см, а диагональ 
делит тупой угол трапеции пополам. 
Найдите периметр трапеции.
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ìèíóòà (îáîçíà÷àþò çíàêîì «�») è ñåêóíäà (îáîçíà÷àþò 
çíàêîì «J»):

1� � 60�, 1� � 60J.
Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, ïîêàçûâàþùåå, ñêîëüêî ðàç 

ãðàäóñ è åãî ÷àñòè óêëàäûâàþòñÿ â äàííîì óãëå, íà-
çûâàåòñÿ ãðàäóñíîé ìåðîé óãëà. Ðàâíûå óãëû èìåþò 
ðàâíûå ãðàäóñíûå ìåðû. Ìåíüøèé óãîë èìååò ìåíüøóþ 
ãðàäóñíóþ ìåðó. Åñëè ëó÷ äåëèò óãîë íà äâà óãëà, òî 
ãðàäóñíàÿ ìåðà âñåãî óãëà ðàâíà ñóììå ãðàäóñíûõ ìåð 
ýòèõ óãëîâ. 

Ðàçâ¸ðíóòûé óãîë ðàâåí 180�. Åñëè ñòîðîíû óãëà 
ñîâïàäàþò, òî âåëè÷èíó òàêîãî óãëà ïîëàãàþò ðàâíîé 0�.

Смежные и вертикальные углы.  
Углы при пересечении двух прямых 

третьей  прямой
Ñìåæíûìè óãëàìè íàçûâà-

þòñÿ äâà óãëà, ó êîòîðûõ îäíà 
ñòîðîíà îáùàÿ, à äâå äðóãèå ÿâ-
ëÿþòñÿ ïðîäîëæåíèÿìè îäíà 
äðóãîé. (Óãëû AOB è BOC — 
ñìåæíûå. Ñóììà ñìåæíûõ óãëîâ 
ðàâíà 180�.)

Âåðòèêàëüíûìè óãëàìè íà-
çûâàþòñÿ äâà óãëà, ó êîòîðûõ 
ñòîðîíû îäíîãî óãëà ÿâëÿþòñÿ 
ïðîäîëæåíèÿìè ñòîðîí äðóãî-
ãî. (Âåðòèêàëüíûå óãëû: �AOB 
è �DOC, �AOD è �BOC.)

Âåðòèêàëüíûå óãëû ðàâíû.

Ïóñòü ïðÿìûå a è b ïåðåñå-
÷åíû òðåòüåé ïðÿìîé c, íàçûâà-
åìîé ñåêóùåé. Òîãäà îáðàçóåòñÿ 
âîñåìü óãëîâ, êîòîðûå èìåþò 
ñïåöèàëüíûå íàçâàíèÿ. ×åòû-
ðå óãëà, ðàñïîëîæåííûå ìåæäó 
ïðÿìûìè a è b, ò. å. óãëû 3, 4, 
5, 6, íàçûâàþòñÿ âíóòðåííè-
ìè óãëàìè, à óãëû 1, 2, 7, 8 — 
âíåøíèìè óãëàìè. Óãëû 1 è 5, 
2 è 6, 3 è 7, 4 è 8 íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííûìè. Óãëû 
3 è 6, 4 è 5 íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè íàêðåñò ëåæàùè-
ìè. Óãëû 1 è 8, 2 è 7 íàçûâàþòñÿ âíåøíèìè íàêðåñò 
ëåæàùèìè. Óãëû 3 è 5, 4 è 6 íàçûâàþòñÿ âíóòðåííèìè 
îäíîñòîðîííèìè. Óãëû 1 è 7, 2 è 8 íàçûâàþòñÿ âíåøíè-
ìè îäíîñòîðîííèìè.

Äâå ïðÿìûå íàçûâàþòñÿ ïåðïåíäèêóëÿðíûìè, åñëè 
îíè ïåðåñåêàþòñÿ ïîä ïðÿìûì óãëîì.

COA

B

C

O

A B

D

a

b

c

1 2
3 4

5 6

7 8

6. Из точки к плоскости проведены 
две наклонные, длины которых рав-
ны 15 см и 20 см, а длины их про-
екций на плоскость относятся как 
9�
�16. Найдите расстояние от точки 
до плоскости.

7. Плоскости � и � параллельны. Длина 
отрезка A1B1 равна 12 см. A1B1 лежит 
в плоскости �. Расстояние от  точки 
A2, лежащей в плоскости �, до точ-
ки B1 равно 15 см. Найдите рассто-
яние между плоскостями � и �, если 
A1А2 N�.

8. Из точки к плоскости проведены 
две наклонные, проекции которых 
на эту плоскость равны 5 см и 9 см. 
Найдите расстояние от точки до пло-
скости, если сумма длин наклонных 
равна 28 см.
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Параллельные прямые. Углы с соответственно параллельными 
и  перпендикулярными сторонами

Ïàðàëëåëüíûìè ïðÿìûìè íàçûâàþòñÿ äâå ïðÿìûå, êîòîðûå 
ëåæàò â îäíîé ïëîñêîñòè è íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿ-
ìûõ îáîçíà÷àåòñÿ çíàêîì ||. Ïàðàëëåëüíîñòü ïðÿìûõ a è b çàïèñû-
âàåòñÿ òàê: a || b.

Àêñèîìà ïàðàëëåëüíûõ: ×åðåç òî÷êó âíå ïðÿìîé ìîæíî ïðîâåñòè åäèíñòâåííóþ ïðÿ-
ìóþ, ïàðàëëåëüíóþ äàííîé.

Признаки параллельности прямых
1. Äâå ïðÿìûå, ïàðàëëåëüíûå òðåòüåé, 

ïàðàëëåëüíû ìåæäó ñîáîé. Åñëè a || b, 
a || c, òî b || c.

a

b

c

2. Åñëè âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå óãëû 
ðàâíû, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Åñëè 
�1 � �2 èëè �3 � �4, òî a || b.

3. Åñëè ñóììà âíóòðåííèõ îäíîñòîðîííèõ 
óãëîâ ðàâíà 180�, òî ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. 
Åñëè �1 + �4 � 180� èëè �2 + �3 � 180�, 
òî a || b. 

a

1

3 2

4

b

4. Åñëè ñîîòâåòñòâåííûå óãëû ðàâíû, òî 
ïðÿìûå ïàðàëëåëüíû. Åñëè �1 � �5, 
èëè �2 � �6, èëè �3 � �7, èëè �4 � �8, 
òî a || b.

a

b

1 2
3 4

5 6
7 8

5. Åñëè äâå ïðÿìûå ïåðïåíäèêóëÿðíû òðå-
òüåé, òî îíè ïàðàëëåëüíû. Åñëè a N c,  
b N c, òî a || b.

a b

c

Свойства параллельных прямых
1. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû 

òðåòüåé ïðÿìîé, òî âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæà-
ùèå óãëû ðàâíû.
Åñëè a || b, òî �1 � �2 è �3 � �4.

2. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïåðåñå÷åíû 
òðåòüåé ïðÿìîé, òî ñóììà âíóòðåííèõ îä-
íîñòîðîííèõ óãëîâ ðàâíà 180�.
Åñëè a || b, òî �1 + �4 � 180�, �2 + �3 � 180�.

a

1

3 2

4

b

3. Åñëè äâå ïàðàëëåëüíûå ïðÿìûå ïå-
ðåñå÷åíû òðåòüåé ïðÿìîé, òî ñîîò-
âåòñòâåííûå óãëû ðàâíû.
Åñëè a || b, òî �1 � 5, �2 � �6,  
�3 � �7, �4 � �8.

a

b

1 2
3 4

5 6
7 8

a

b
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Углы с соответственно параллельными сторонами
Âîçüìåì íà ïëîñêîñòè äâå òî÷êè O è P è èç ýòèõ òî÷åê ïðîâåä¸ì äâå ïàðû ëó÷åé OA || PM 

è OB || PQ òàê, ÷òîáû óãëû AOB è MPQ áûëè îáà îñòðûå èëè îáà òóïûå. (Óãëû AOB è MPQ — 
óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè.)

O

A

M

B

QP
N

  

A
M

O
B

Q

P
N

Óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè ðàâíû, åñëè îíè îáà îñòðûå èëè îáà 
òóïûå. Óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïàðàëëåëüíûìè ñòîðîíàìè â ñóììå ñîñòàâëÿþò 180�, åñëè 
îäèí èç íèõ îñòðûé, à äðóãîé òóïîé.

Углы с соответственно перпендикулярными сторонами
Ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíûé îñòðûé óãîë AOB. Ïðîâåä¸ì ÷åðåç 

âåðøèíó óãëà ëó÷è, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê åãî ñòîðîíàì, òàê, ÷òî-
áû îíè îáðàçîâàëè îñòðûé óãîë.

OM N OB è ON N OA. Ìû ïîëó÷èëè íîâûé óãîë MON. Ñòîðî-
íû óãëîâ AOB è MON âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû. 

�AOB � 90� – �BON; �MON � 90� – �BON. 
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî �AOB � �MON. 
Ïîñòðîèì ïðîèçâîëüíûé òóïîé óãîë AOB è ÷åðåç åãî âåðøèíó 

ïðîâåä¸ì ëó÷è, ïåðïåíäèêóëÿðíûå ê åãî ñòîðîíàì, òàê, ÷òîáû îíè 
îáðàçîâàëè òóïîé óãîë OP N OA è OR N OB, óãîë POR — òóïîé. 
Ñòîðîíû óãëîâ AOB è POR âçàèìíî ïåðïåíäèêóëÿðíû, ïîýòîìó 

�AOB � 90� + �POB; �POR ��90� + �POB. 
Îòñþäà �AOB � �POR. 
Ñëåäîâàòåëüíî, óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè ðàâíû ìåæäó ñî-

áîé, åñëè îáà îñòðûå èëè îáà òóïûå.
Óãëû ñ ñîîòâåòñòâåííî ïåðïåíäèêóëÿðíûìè ñòîðîíàìè â ñóììå ñîñòàâëÿþò 180�, åñëè 

îäèí èç íèõ îñòðûé, à äðóãîé òóïîé.

Расстояние между скрещивающимися прямыми

Ïðèìåð . Äàí òåòðàýäð ABCD, äëèíà êàæäîãî ðåáðà êîòîðîãî ðàâíà à. Íàéäèòå ðàññòîÿ-
íèå ìåæäó ïðÿìûìè AD è ÂÑ.
Ðåøåíèå. Ïóñòü ABCD — ïðàâèëüíûé òåòðàýäð. Ïðîâåä¸ì AO N (BCD), ïîñêîëüêó AB = AD = 
= AC, òî Î — öåíòð GBCD. Ïðîâåä¸ì DF N BC, òîãäà AF N BC (ïî òåî-
ðåìå î òð¸õ ïåðïåíäèêóëÿðàõ), è çíà÷èò, (AFD) N�BC. Ñëåäîâàòåëüíî, 
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïðÿìûìè ÂÑ è AD ðàâíî ðàññòîÿíèþ FK, ãäå 

FK N AD. Ó÷ò¸ì, ÷òî AF FD
a� � 3

2
, AK KD

a
� �

2
. 

Èç GFKD: FK FD DK
a a a= − = − =2 2

2 23

4 4 2
.

Îòâåò: 
a

2
.

O

A

B

M N

A

O

P

B

R
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

a b
c d

e f
g h

� Запишите равные углы:
 __________________________________________________________________________

 __________________________________________________________________________

 __________________________________________________________________________

� Запишите соответствующие углы:

âíóòðåííèå:  _______________________________________________________________

âíåøíèå:  _________________________________________________________________

ñîîòâåòñòâåííûå:  ___________________________________________________________

âíóòðåííèå íàêðåñò ëåæàùèå:  _______________________________________________

âíåøíèå îäíîñòîðîííèå:  ____________________________________________________

Ответы на тестовые задания к неделе 32
1 — 18,84. 2 — 40; 140. 3 — 40, 50, 90. 4 — нет. 5 — 56. 6 — 12. 7 — 9. 8 — 12.
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НЕДЕЛЯ 33 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
5.6. Координаты и векторы

5.6.1. Координаты на прямой; декартовы координаты на пло-
скости и в пространстве

5.6.2. Формула расстояния между двумя точками; уравнение 
сферы

5.6.3. Вектор, модуль вектора, равенство векторов; сложение 
векторов и умножение вектора на число

5.6.4. Коллинеарные векторы. Разложение вектора по двум 
неколлинеарным векторам

5.6.5. Компланарные векторы. Разложение по трём некомпла-
нарным векторам

5.6.6. Координаты вектора; скалярное произведение векторов; 
угол между векторами

СКАЛЯРНЫЕ И ВЕКТОРНЫЕ ВЕЛИЧИНЫ
Âåëè÷èíû áûâàþò äâóõ âèäîâ. Âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ ñâîèìè ÷èñëîâûìè 

çíà÷åíèÿìè (äëèíà, ïëîùàäü, òåìïåðàòóðà, ìàññà), íàçûâàþò ñêàëÿðíûìè âåëè÷èíàìè, èëè 
ñêàëÿðàìè.

Îäíàêî ìíîæåñòâî ôèçè÷åñêèõ âåëè÷èí õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî ñâîèìè ÷èñëîâûìè 
çíà÷åíèÿìè, íî è íàïðàâëåíèåì (ñèëà, ñêîðîñòü, äàâëåíèå).

Âåëè÷èíû, êîòîðûå õàðàêòåðèçóþòñÿ íå òîëüêî ÷èñëîâûìè çíà÷åíèÿìè, íî è íàïðàâëå-
íèåì, íàçûâàþò âåêòîðíûìè âåëè÷èíàìè, èëè âåêòîðàìè.

Âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ íàïðàâëåííûé îòðåçîê.
Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ âåêòîðîâ èñïîëüçóþò ìàëåíüêèå ëàòèíñêèå áóêâû: 
a,  b,  c,...  èëè äâå áîëüøèå: AB,  CD.  Ïåðâàÿ áóêâà ïðè òàêîé çà-
ïèñè îçíà÷àåò íà÷àëî âåêòîðà, à âòî ðàÿ — êîíåö. Âìåñòî ñëîâà «âåê-
òîð» íàä áóêâåííûì îáîçíà÷åíèåì ñòàâÿò ÷åðòó: CD,  m,  b  è ò. ä.

Àáñîëþòíîé âåëè÷èíîé, èëè ìîäóëåì, âåêòîðà AB  íàçûâàåòñÿ äëèíà îòðåçêà ÀÂ, êîòî-
ðûé èçîáðàæàåò âåêòîð. Äëèíà âåêòîðà AB  (èëè a ) îáîçíà÷àåòñÿ: AB  (èëè a ).

Íóëåâûì âåêòîðîì íàçûâàåòñÿ âåêòîð AA,  íà÷àëî è êîíåö êîòîðîãî ñîâïàäàþò. Ïîýòîìó 
ëþáóþ òî÷êó ìîæíî ñ÷èòàòü âåêòîðîì. Íóëåâîé âåêòîð îáîçíà÷àåòñÿ 0.  Íàïðàâëåíèÿ íóëå-
âîé âåêòîð íå èìååò, åãî äëèíà ðàâíà íóëþ, ò. å. 0 0� .

Âåêòîðû AB  è CD  íàçûâàþòñÿ îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè, åñëè 
ëó÷è ÀÂ è CD îäèíàêîâî íàïðàâëåíû.

Âåêòîðû MN  è EF  íàçûâàþòñÿ ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåííû-
ìè, åñëè ëó÷è MN è EF ïðîòèâîïîëîæíî íàïðàâëåíû.

Âåêòîðû íàçûâàþòñÿ êîëëèíåàðíûìè, åñëè îíè ëåæàò íà îäíîé 
ïðÿìîé èëè íà ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ.

Íàïðèìåð, a,  b  è DC  êîëëèíåàðíû, à âåêòîðû AB  è DC  íå-
êîëëèíåàðíû.
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Âåêòîðû â ïðÿìîóãîëüíèêå ABCD: AB  è CD,  BC  
è DA  — êîëëèíåàðíû, à âåêòîðû AB  è BC,  CD  
è DA  — íåêîëëèíåàðíû.

Равенство векторов
Äâà âåêòîðà íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè îíè ñîâìå-

ùàþòñÿ ïàðàëëåëüíûì ïåðåíîñîì.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò ïàðàëëåëüíûé ïåðå-

íîñ, êîòîðûé ïåðåâîäèò íà÷àëî è êîíåö îäíîãî âåêòîðà 
â íà÷àëî è êîíåö äðóãîãî âåêòîðà.

Èç äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò:
Ðàâíûå âåêòîðû îäèíàêîâî íàïðàâëåíû è ðàâíû ïî 

àáñîëþòíîé âåëè÷èíå: a b� .  
Åñëè âåêòîðû îäèíàêîâî íà-

ïðàâëåíû è ðàâíû ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå, òî îíè ðàâíû.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ áûâàåò 
ïîëåçíà òåîðåìà — ïðèçíàê 
ðàâåí ñòâà âåêòîðîâ:

Åñëè âåêòîðû AB  è DC  íå 
ëåæàò íà îäíîé ïðÿìîé, òî äëÿ 
ðàâåíñòâà âåêòîðîâ íåîáõîäèìî 
è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû ÷åòûð¸õ-
óãîëüíèê ABCD áûë ïàðàëëåëî-
ãðàììîì.

Координаты вектора

Ïóñòü âåêòîð a  èìååò íà÷àëîì 
òî÷êó A(x1; y1), à êîíöîì òî÷êó 
B(x2; y2). Êîîðäèíàòàìè âåêòîðà 

a  íàçûâàþòñÿ ÷èñëà a1���x2 � õ1; 
a2���y2 � y1.

×òîáû íàéòè êîîðäèíàòû 

âåêòîðà a a a( ; ),1 2  íàäî îò êîîð-
äèíàò êîíöà âåêòîðà îòíÿòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíà-
òû íà÷àëà. Êîîðäèíàòû íóëåâîãî âåêòîðà ðàâíû íóëþ.

Èç ôîðìóëû, âûðàæàþùåé ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ 
òî÷êàìè ÷åðåç èõ êîîðäèíàòû, ñëåäóåò, ÷òî àáñîëþòíàÿ 

âåëè÷èíà âåêòîðà a a a( ; )1 2  ðàâíà: a a a= +1
2

2
2 .

O

1. Концы отрезка A(5; �2; �4)  и B(5; 3; 6).   
Найдите точку, симметричную сере-
дине отрезка относительно плоско-
сти xz. В ответ запишите ординату 
этой точки.

2. В ABC A(2; 1; 3); B(2; 1; 5); C(0; 1; 1). Най-
дите длину медианы AM.

3. Найдите острый угол, который обра-
зует с осью Ox прямая 

x y+ + =3 1 0.

4. Найдите длину вектора a AB= −3 ,  
если A(3; �2; 0)  и B(5; 0; �1).

5. Известно, что |a|  =  11, |b|  =  23, 
|a ��b| = 30. Найдите |a ��b|.
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Ðàâíûå âåêòîðû èìåþò ðàâíûå ñîîòâåòñòâóþùèå 
êîîðäè íàòû.

Åñëè ó âåêòîðîâ ñîîòâåòñòâóþùèå êîîðäèíàòû ðàâíû, 
òî âåêòîðû ðàâíû.

Ïðèìåð. Íàéäèòå êîîðäèíàòû è àáñîëþòíóþ âåëè-

÷èíó âåêòîðà AB,  åñëè À(3; 5) è Â(7; 5).

Ðåøåíèå. AB (7 � 3; 5 � 5); AB (4; 0).

AB = + = =4 0 16 42 2 .  

Îòâåò: (4; 0); 4. 

Сложение векторов

Ñóììîé âåêòîðîâ a  è b  ñ êîîðäèíàòàìè (a1, a2) è (b1, b2) 

íàçûâàåòñÿ âåêòîð c  ñ êîîðäèíàòàìè (a1���b1, a2���b2), 

ò. å. a a a b b b c a b a b( ; ) ( ; ) ( ; )1 2 1 2 1 1 2 2+ = + + .

Íàïðèìåð, a (�2; 5) è b (7; �10); c a b= + ,  òîãäà

c = − + −( ; );2 7 5 10  c( ; ).5 5

Правила сложения векторов
1. Ïðàâèëî òðåóãîëüíèêà.

a b

C

Êàêèìè áû íè áûëè òî÷êè A, B è Ñ, èìååò ìåñòî âåê-
òîðíîå ðàâåí ñòâî:

AB BC AC+ = .

Ýòî ïðàâèëî äà¸ò ñëåäóþùèé ñïîñîá ñëîæåíèÿ âåê-
òîðîâ:

1) îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè ïîñòðîèì âåêòîð a;
2) îò êîíöà âåêòîðà a  îòëîæèì âåêòîð b;
3) òîãäà âåêòîð c  — âåêòîð, íà÷àëî êîòîðîãî ñîâïà-

äàåò ñ íà ÷àëîì âåêòîðà a,  à êîíåö — ñ êîíöîì 
âåêòîðà b,  ÿâëÿåòñÿ ñóììîé âåêòîðîâ a  è b.

Ýòèì ñïîñîáîì ìîæíî ñêëàäûâàòü ëþáîå êîëè÷åñòâî 
âåêòîðîâ. 

2. Ïðàâèëî ïàðàëëåëîãðàììà.
Åñëè âåêòîðû a  è b  ïîñòðîèòü òàê, ÷òîáû îíè âû-

õîäèëè èç îäíîé òî÷êè, òî èõ ñóììà — äèàãîíàëü 

6. Даны точки: A(8;  �2;  5), B(2;  3;  7), 
C(�3; 9; 4) и D(3; 4; m). При каком зна-
чении m равны векторы AB и DC?

7. Векторы a и Pa коллинеарны. Най-
дите P (P��� Q), если |Pa|  =  5, а коор-
динаты вектора a = (6; �8).

8. Даны векторы a(�1; 1); b(1; 1) 
и c(1; �2). Найдите такие числа P 
и R, чтобы выполнялось равенство  
c = Pa + Rb. В ответ запишите P����R�

9. Даны три некомпланарных вектора 
a(3; �2; 1); b(�1; 1; �2)  и c(2; 1; �3). Най-
дите разложение вектора d(11; �6; 5) 
по векторам a, b, c: d = Pa + Rb + Sc. 
В ответ запишите P + R + S.

10. Даны точки A(0; 1; 1), B(1; T; 2),  
C(2; �2; 2)  и D(2; �3; 1). Найдите угол 
между векторами AB  и CD.
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ïàðàëëåëîãðàììà, ïîñòðîåííîãî íà ýòèõ âåêòîðàõ. Âåêòîð-ñóììà c  âûõîäèò èç òîé æå òî÷-
êè, ÷òî è âåêòîðû a  è b.

Ïðèìåð. Åñòü âåêòîðû a,  b,  c.

Äàíî: 
Íàéäèòå: âåêòîð m a b c= + + .
Ïîñòðîåíèå: 
1) îòëîæèì âåêòîð a  îò ïðîèçâîëüíîé òî÷êè;

2) îò êîíöà âåêòîðà a  îòëîæèì âåêòîð b,  îò êîíöà âåêòîðà 

b  îòëîæèì âåêòîð c ;

3) ñóììà âåêòîðîâ m a b c= + + ,  íà÷àëî åãî ñîâïàäàåò ñ íà÷àëîì âåêòîðà a,  êîíåö — 

ñ êîíöîì âåêòîðà c.

Законы сложения векторов
a a+ =0

a b b a+ = +

a b c a b c+ + = + +( ) ( )

Умножение вектора на число

Ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðà ( ; )a a1 2  íà ÷èñëî P íàçûâàåòñÿ âåêòîð ( ; ),� �a a1 2  ò. å. 

( ; ) ( ; ).a a a a1 2 1 2λ λ λ=

Ïî îïðåäåëåíèþ ( ; ) ( ; ).a a a a1 2 1 2λ λ=

Законы умножения вектора на число

Äëÿ ëþáîãî âåêòîðà a  è ÷èñåë P è R: ( ) .λ μ λ μ+ = +a a a

Äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a  è b  è ÷èñëà P: λ λ λ( ) .a b a b+ = +

Àáñîëþòíàÿ âåëè÷èíà âåêòîðà �a  ðàâíà λ ⋅ a .

Íàïðàâëåíèå âåêòîðà �a :  åñëè P > 0 — ñîâïàäàåò ñ íàïðàâëåíèåì a;  åñëè P < 0 — ïðî-

òèâîïîëîæíî íàïðàâëåíèþ a.
Íàïðèìåð: 

Ïðèìåð. Äàíû âåêòîðû a( ; )3 2  è b( ; ).0 1
Íàéòè: àáñîëþòíóþ âåëè÷èíó âåêòîðà c a b= − +2 4 .
Ðåøåíèå.

c a b= − + = − + − = − − + − = − −2 4 2 3 2 4 0 1 6 4 0 4 6 8( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ; );  c = − + − = =( ) ( ) .6 8 100 102 2  

Îòâåò: 10. 
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Скалярное произведение векторов. Угол между векторами

Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì âåêòîðîâ a a a( ; )1 2  è b b b( ; )1 2  íàçûâàåòñÿ ÷èñëî a1b1���a2b2:

a b a b a b⋅ = +1 1 2 2 .

Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå a a�  îáîçíà÷àåòñÿ a2  è íàçûâàåòñÿ ñêàëÿðíûì êâàäðàòîì a2;  

î÷åâèäíî, a a
2 2
� .

Èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñëåäóåò: äëÿ ëþáûõ âåêòîðîâ a a a( ; ),1 2  b b b( ; )1 2  

è c c c( ; )1 2

( )a b c a c b c+ ⋅ = ⋅ + ⋅ .

Óãëîì ìåæäó íåíóëåâûìè âåêòîðàìè a  è b  íàçûâàåòñÿ óãîë 
ìåæäó ðàâíûìè èì âåêòîðàìè ñ îáùèì íà÷àëîì.

Óãîë ìåæäó îäèíàêîâî íàïðàâëåííûìè âåêòîðàìè ñ÷èòàåòñÿ 
ðàâíûì íóëþ.

Òåîðåìà. Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ 
èõ àáñîëþòíûõ âåëè÷èí íà êîñèíóñ óãëà ìåæäó íèìè:

a b a b⋅ = ⋅ cos .ϕ

Ñëåäñòâèÿ

1. Êîñèíóñ óãëà ìåæäó âåêòîðàìè ìîæíî íàéòè ïî ôîðìóëå: cos .ϕ = ⋅
⋅

a b

a b

2. Åñëè âåêòîðû ïåðïåíäèêóëÿðíû, òî èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ðàâíî íóëþ.

Åñëè a b� ,  òî a b⋅ = 0.  

Ïðèìåð. Äàí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíàìè A( ; );0 3  B( ; );2 3  C
3

2

3

2
; .

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
 

Íàéòè: óãîë À. 
Ðåøåíèå. Íàéä¸ì óãîë ìåæäó âåêòîðàìè, âûõîäÿùèìè èç òî÷êè 

À, ò. å. AB  è AC.  cosϕ = ⋅
⋅

AB AC

AB AC
. 

1. Íàéä¸ì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ: AB = − −( ; );2 0 3 3  AB( ; );2 0  

AC = − −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
3

2
0

3

2
3; ;  AC

3

2

3

2
; .−

⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
 

2. Íàéä¸ì ìîäóëè âåêòîðîâ: AB = + =2 0 22 2 ;  AC = ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
+ −
⎛

⎝
⎜⎜

⎞

⎠
⎟⎟ = + =3

2

3

2

9

4

3

4
3

2 2

.

3. Íàéä¸ì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ:

AB AC⋅ = ⋅ + ⋅ −
⎛

⎝⎜
⎞

⎠⎟
=2

3

2
0

3

2
3.  

4. Èòàê: cos ;ϕ =
⋅

=3

2 3

3

2
 ����30�. 

Îòâåò: 30�. 
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Сложите векторы двумя способами:

a b

1)  2)

� Запишите теорему о скалярном произведении:

Ответы на тестовые задания к неделе 33
1 — �0,5. 2 — 1. 3 — 30. 4 — 9. 5 — 20. 6 — 2. 7 — 0,5. 8 — �2. 9 — 0. 10 — 120.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ К РАЗДЕЛУ «ГЕОМЕТРИЯ»

1. Äèàãîíàëü ïðàâèëüíîé ÷åòûð¸õóãîëüíîé ïðèçìû ðàâíà 3,5 ñì, à äèàãîíàëü áîêîâîé 
ãðàíè — 2,5 ñì. Íàéäèòå îáú¸ì (â ñì3) ïðèçìû.

2. Ðàäèóñ îêðóæíîñòè ðàâåí 7 ñì. Èç òî÷êè, óäàë¸ííîé îò öåíòðà íà 9 ñì, ïðîâåäåíà 
ñåêóùàÿ òàê, ÷òî îíà äåëèòñÿ îêðóæíîñòüþ ïîïîëàì. Íàéäèòå äëèíó ñåêóùåé (â ñì).

3. Äàí êóá ABCDA1B1C1D1. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ ýòîãî êóáà, êîòîðîå ïðîõîäèò ÷åðåç 
âåðøèíó A è ñåðåäèíû ð¸áåð B1C1 è C1D1, åñëè ðåáðî êóáà ðàâíî a.
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4. ×åðåç ñåðåäèíó âûñîòû ïðàâèëüíîé òðåóãîëüíîé ïèðàìèäû ïàðàëëåëüíî å¸ áîêîâîé 
ãðàíè ïðîâåäåíà ïëîñêîñòü. Íàéäèòå ïëîùàäü ïîëó÷åííîãî ñå÷åíèÿ, åñëè ïëîùàäü 
áîêîâîé ãðàíè ïèðàìèäû ðàâíà S.

5. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¸õóãîëüíîé ïèðàìèäå ïðîâåäåíî ñå÷åíèå ïëîñêîñòüþ, êîòîðàÿ 
ïðîõîäèò ÷åðåç äèàãîíàëü îñíîâàíèÿ ïàðàëëåëüíî áîêîâîìó ðåáðó. Ñòîðîíà îñíîâàíèÿ 
ðàâíà a, áîêîâîå ðåáðî ðàâíî b. Íàéäèòå ïëîùàäü ñå÷åíèÿ.

6. Ñôåðà êàñàåòñÿ âñåõ ð¸áåð ïðàâèëüíîé ÷åòûð¸õóãîëüíîé ïèðàìèäû ñî ñòîðîíîé îñíîâà-
íèÿ, ðàâíîé 2. Íàéäèòå äëèíó áîêîâîãî ðåáðà ïèðàìèäû, åñëè ðàäèóñ ñôåðû ðàâåí 3.
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НЕДЕЛЯ 34 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
6.1. Элементы комбинаторики

6.1.1. Поочередный и одновременный выбор
6.1.2. Формулы числа сочетаний и перестановок. Бином 

Ньютона

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ, 
СТАТИСТИКИ  И  ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ

МНОЖЕСТВА И ОПЕРАЦИИ НАД НИМИ

Множество и подмножество

Ïîä ìíîæåñòâîì â ìàòåìàòèêå ïîíèìàþò ñîáðàíèå, ñîâîêóïíîñòü ëþáûõ ïðåäìåòîâ, îáú-
åêòîâ, îáúåäèí¸ííûõ ìåæäó ñîáîé íåêîòîðûì îáùèì äëÿ íèõ âñåõ ïðèçíàêîì. Ìíîæåñòâî 
êàê ìàòåìàòè÷åñêîå ïîíÿòèå íå èìååò îïðåäåëåíèÿ. Ýòî ïåðâè÷íîå ïîíÿòèå. Ñìûñë åãî 
ìîæíî îáúÿñíèòü íà ðàçíûõ ïðèìåðàõ. Òàê, ìîæíî ãîâîðèòü î ìíîæåñòâå ó÷àùèõñÿ âàøåãî 
êëàññà, î ìíîæåñòâå êíèã â áèáëèîòåêå, î ìíîæåñòâå âñåõ ëþäåé íà Çåìëå è äð.

Êîãäà â ìàòåìàòèêå ãîâîðÿò î ìíîæåñòâå, òî îáúåäèíÿþò íåêîòîðûå ïðåäìåòû èëè ïî-
íÿòèÿ â îäíî öåëîå — ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç ýòèõ ïðåäìåòîâ. Îñíîâàòåëü òåîðèè ìíî-
æåñòâ Ãåîðã Êàíòîð (1845–1918) îïðåäåëèë ýòî òàêèìè ñëîâàìè: «Ìíîæåñòâî åñòü ìíîãîå, 
ìûñëèìîå êàê åäèíîå».

Ïðåäìåòû (îáúåêòû), èç êîòîðûõ ñîñòîèò ìíîæåñòâî, íàçûâàþò åãî ýëåìåíòàìè. Äëÿ 
îáîçíà÷åíèÿ ìíîæåñòâ èñïîëüçóþò ïðîïèñíûå áóêâû A, B, C, …, äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ýëåìåí-
òîâ — ìàëûå a, b, c, … .

Òîò ôàêò, ÷òî ýëåìåíò a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, çàïèñûâàþò òàê: a � A (÷è-
òàåòñÿ: «a ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, èëè a ïðèíàäëåæèò A, èëè a ñîäåðæèòñÿ â A, 
èëè A ñîäåðæèò a»). Åñëè ýëåìåíò x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, òî ýòî çàïèñûâà-
åòñÿ òàê: x ' A (÷èòàåòñÿ: «x íå ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà A, èëè x íå ïðèíàäëåæèò 
A, èëè x íå ñîäåðæèòñÿ â A, èëè A íå ñîäåðæèò x»).

Íàïðèìåð, åñëè A — ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà 30, òî 5 � A, 10 � A, 7 ' A, 12 ' A 
è ò. ä.

Ìíîæåñòâî èíîãäà ìîæíî çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî 
ñòðàí íà çåìíîì øàðå çàäà¸òñÿ èõ ñïèñêîì â ãåîãðàôè÷åñêîì àòëàñå, ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ 
âàøåãî êëàñ ñà — èõ ñïèñêîì â êëàññíîì æóðíàëå. Åñëè ìíîæåñòâî çàäàíî ñïèñêîì, òî 
èñïîëüçóþò ôèãóðíûå ñêîáêè, â êîòîðûå ïîìåùàþò íàçâàíèÿ âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, 
ðàçäåë¸ííûå çàïÿòûìè. Íàïðèìåð, åñëè A — ìíîæåñòâî äåëèòåëåé ÷èñëà 30, òî A � {1, 2, 
3, 5, 6, 10, 15, 30}. Åñëè B — ìíîæåñòâî áóêâ ñëîâà «êëàññ», òî B � {ê, ë, à, ñ}.

Íå âñå ìíîæåñòâà ìîæíî çàäàòü ñïèñêîì. Åñëè ìíîæåñòâî ñîäåðæèò áåñêîíå÷íî ìíîãî 
ýëåìåíòîâ, òî òàêîå ìíîæåñòâî íåëüçÿ çàäàòü ïåðå÷èñëåíèåì åãî ýëåìåíòîâ. Ìíîæåñòâî 
ñ÷èòàåòñÿ çàäàííûì, åñëè óêàçàíî ñâîéñòâî, êîòîðîå èìåþò âñå åãî ýëåìåíòû è êîòîðîãî 
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íå èìåþò äðóãèå îáúåêòû. Òàêîå ñâîéñòâî íàçûâàåòñÿ 
õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñâîéñòâîì ìíîæåñòâà.

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ, èìåþùèõ äàííîå õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîå ñâîéñòâî, îáîçíà÷àþò òàê: ïèøóò ôèãóðíûå ñêîáêè, 
â íèõ — îáîçíà÷åíèå ýëåìåíòà ìíîæåñòâà, ïîñëå íåãî — 
äâîåòî÷èå, à ïîòîì — õàðàêòåðèñòè÷åñêîå ñâîéñòâî.

Íàïðèìåð, çàïèñü A � {x: –3 � x � 4} îçíà÷àåò, ÷òî 
ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë x, êîòîðûå óäîâëå-
òâîðÿþò íåðàâåíñòâó –3 � x � 4.

Ìíîæåñòâî, èìåþùåå îïðåäåë¸ííîå êîëè÷åñòâî ýëå-
ìåíòîâ (ñóùåñòâóåò ÷èñëî, êîòîðîå âûðàæàåò êîëè÷åñòâî 
ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà), íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì. 
Åñëè ìíîæåñòâî èìååò áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ýëåìåí-
òîâ, åãî íàçûâàþò áåñêîíå÷íûì ìíîæåñòâîì.

Ìíîæåñòâî, êîòîðîå íå èìååò íè îäíîãî ýëåìåíòà, 
íàçûâàþò ïóñòûì. Íàïðèìåð, ìíîæåñòâî òî÷åê ïåðåñå-
÷åíèÿ äâóõ ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ; ìíîæåñòâî êâàäðàò-
íûõ óðàâíåíèé, èìåþùèõ áîëüøå äâóõ ðàçíûõ êîðíåé.

Ïóñòîå ìíîæåñòâî îáîçíà÷àþò òàê: %.
Åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà A ñîäåðæèòñÿ 

â ìíîæåñòâå B, òî ìíîæåñòâî A íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæå-
ñòâîì ìíîæåñòâà B. Ýòî çàïèñûâàåòñÿ òàê: A F B (÷èòà-
åòñÿ: «A ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì B, èëè A ñîäåðæèòñÿ 
â B, èëè B ñîäåðæèò A).

Íàïðèìåð: ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ âàøåãî êëàññà ÿâ-
ëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ó÷àùèõñÿ øêîëû; ìíîæåñòâî 
æèòåëåé Ìîñêâû ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì æèòåëåé 
Ðîññèè; ìíîæåñòâî çâåçä íàøåé Ãàëàêòèêè ÿâëÿåòñÿ 
ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà âñåõ çâåçä Âñåëåííîé.

Êàæäîå íåïóñòîå ìíîæåñòâî A èìååò õîòÿ áû äâà 
ïîäìíîæåñòâà: ïóñòîå ìíîæåñòâî % è ñàìî ìíîæåñòâî A.

Åñëè A F B, òî íàãëÿäíî 
ýòî èçîáðàæàþò ñ ïîìîùüþ 
äèàãðàììû Ýéëåðà. Äâà ìíî-
æåñòâà A è B íàçûâàþò ðàâíû-
ìè, åñëè îíè ñîñòîÿò èç îäíèõ 
è òåõ æå ýëåìåíòîâ. Ýòî çàïè-
ñûâàåòñÿ òàê: A � B.

Пересечение множеств
Ïåðåñå÷åíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî, ñîäåðæàùåå âñå îáùèå ýëåìåíòû ìíîæåñòâ A è B, 
è òîëüêî èõ.

Ïåðåñå÷åíèå ìíîæåñòâ A è B 
îáîçíà÷àþò òàê: À U�Â. Ïåðåñå÷å-
íèå ìíîæåñòâ A è B ìîæíî èçî-
áðàçèòü ñ ïîìîùüþ äèàãðàììû 
Ýéëåðà.

Â À

ÂÀ

À U�Â

1. В киоске продаются ручки 6 видов 
и тетради 5 видов. Сколькими спо-
собами можно составить пару из 
ручки и тетради?

2. Найдите количество трехзначных 
чисел, которые можно составить 
из цифр 1, 2, 3, 4, 5, 6, если цифры 
в числе не повторяются.

3. Сколькими способами могут за-
нять первое, второе и третье места 
8  участниц финального забега дис-
танции 100 м, если все показали 
разное время?

4. Имеется 4 разных конверта без ма-
рок и 3 разные марки. Сколькими 
способами можно выбрать конверт 
и марку для отправления письма?

5. Сколькими способами можно изго-
товить трехцветный флаг с горизон-
тальными полосами, если имеется 
материал 6 разных цветов?
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Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
à) åñëè A � {a, b, c, d}, B � {a, c, m, n, p}, òî 

A B a c� � { , }.
á) åñëè A — ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, B — 

ìíîæåñòâî âñåõ ðîìáîâ, C — ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòîâ, 
òî C A B� � .

Объединение множеств
Îáúåäèíåíèåì ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæå-

ñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ õîòÿ 
áû â îäíîì èç äâóõ ìíîæåñòâ A, B, è òîëüêî èõ.

Îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ A è B 
îáîçíà÷àåòñÿ òàê: A B� .  Ñ ïî-
ìîùüþ äèàãðàììû Ýéëåðà ìîæ-
íî èçîáðàçèòü îáúåäèíåíèå ìíî-
æåñòâ A è B.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
à) åñëè A � {a, b, c, d}, òî B � {a, c, m, n, p}, òî 

A B a b c d m n p� � { , , , , , , };
á) åñëè A — ìíîæåñòâî âñåõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ, B — 

ìíîæåñòâî âñåõ êâàäðàòîâ, òî A B A� � .

Разность множеств
Ðàçíîñòüþ ìíîæåñòâ A è B íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî 

âñåõ òàêèõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå íå ñîäåð-
æàòñÿ â ìíîæåñòâå B.

Ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B îáî-
çíà÷àåòñÿ òàê: A\B. Ñ ïîìîùüþ 
äèàãðàììû Ýéëåðà ìîæíî èçî-
áðàçèòü ðàçíîñòü ìíîæåñòâ A è B.

Ðàññìîòðèì ïðèìåðû:
à) åñëè A � {a, b, c, d}, B � {a, c, m, n, p}, òî A\B � 

��{b, d}, B\A � {m, n, p};
á) åñëè A — ìíîæåñòâî ó÷àùèõñÿ âàøåãî êëàññà, 

B — ìíîæåñòâî äåâî÷åê âàøåãî êëàññà, C — ìíîæåñòâî 
ìàëü÷èêîâ âàøåãî êëàññà, òî A\B � C, A\C � B. Â ñëó÷àå 
åñëè B — ÷àñòü ìíîæåñòâà A (B F A), òî A\B íàçûâàþò 
äîïîëíåíèåì ê B â ìíîæåñòâå A è îáîçíà÷àþò CAB.

Числовые множества
Ìíîæåñòâà ìîãóò ñîñòîÿòü èç ëþáûõ îáúåêòîâ ðàçíîé 

ïðèðîäû. Äëÿ ìàòåìàòèêè îñîáåííî âàæíóþ ðîëü èãðà-
þò ìíîæåñòâà, ñîñòàâëåííûå èç ìàòåìàòè÷åñêèõ îáúåê-
òîâ — ÷èñåë, ãåîìåòðè÷åñêèõ ôèãóð è äð. Î÷åíü ÷àñòî 
âñòðå÷àþòñÿ ÷èñëîâûå ìíîæåñòâà, òî åñòü ìíîæåñòâà, 

À !�Â

À Â

À \�Â

À Â

6. Найдите количество разных четы-
рёхзначных чисел, которые можно 
составить из цифр 0, 5, 7 и 9, если 
цифры в числе не повторяются.

7. Из 10 туристов надо выбрать 2 тури-
стов-дежурных. Сколькими способа-
ми это можно сделать?

8. Найдите разложение степени бино-

ма 3 2 4x y+( ) .  В ответ запишите ко-
эффициент при x2y2.

9. Катя помнит, что телефон подру-
ги оканчивается цифрами 7, 3 и 5, 
но не помнит, в каком порядке они 
расположены. Укажите наибольшее 
число вариантов, которые ей надо 
перебрать, чтобы дозвониться по-
друге.

10. Ученику дали список из 10 книг, 
которые надо прочитать во время 
каникул. Сколькими способами он 
может выбрать 7 книг?

11. Найдите коэффициент при x2 в раз-

ложении бинома x +( )2 5 .
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ýëåìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ÷èñëà. Âñïîìíèì íåêîòîðûå ìíîæåñòâà ÷èñåë, ñ êîòîðûìè 
âû îçíàêîìèëèñü â êóðñå ìàòåìàòèêè.

1. Ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü ÷èñåë, êîòîðûå âîçíèêàþò â ïðîöåññå ñ÷åòà 
ïðåäìåòîâ. Ýòî ìíîæåñòâî ÷èñåë îáîçíà÷àþò áóêâîé N:

N � {1, 2, 3, 4, 5, 6, …}.

Â ýòîì ìíîæåñòâå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ (âû÷èòàíèå 
è äåëåíèå íå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü â ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, òî åñòü ðåçóëüòàò 
âû÷èòàíèÿ è äåëåíèÿ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì).

2. Îáúåäèíåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ÷èñåë, ïðîòèâîïîëîæíûõ íàòóðàëüíûì, è ÷èñëî 0 
îáðàçóþò ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, êîòîðîå îáîçíà÷àþò áóêâîé Z:

Z � {0, ±1, ±2, ±3, ...}.

Â ýòîì ìíîæåñòâå âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ è óìíîæå-
íèÿ. Îäíàêî ÷àñòíîå äâóõ öåëûõ ÷èñåë íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì öåëûì.

3. Ìíîæåñòâî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë (åãî îáîçíà÷àþò áóêâîé Q) — ýòî ìíîæåñòâî ÷èñåë, 

êîòîðûå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå íåñîêðàùàåìîé äðîáè 
m
n

,  ãäå m � Z, n � N:

Q x x
m
n

m Z n N= = ∈ ∈⎧
⎨
⎩

⎫
⎬
⎭

: , , .

Êàæäîå ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå áåñêîíå÷íîé ïåðèîäè÷åñêîé äðî-

áè. Íàïðèìåð, 
1

3
0 333 0 03� �, ... , ( ).  Â ìíîæåñòâå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë âñåãäà âûïîëíÿþòñÿ 

äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ (êðîìå äåëåíèÿ íà 0). Îäíàêî êâà-
äðàòíûé êîðåíü èç ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ðàöèîíàëüíûì ÷èñëîì.  

Íàïðèìåð: 2,  3  è ò. ä.

4. ×èñëà, êîòîðûå íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå äðîáè 
m
n

,  ãäå m � Z, 

n � N (èëè ÷èñëà, ïðåäñòàâëåííûå â âèäå áåñêîíå÷íîé íåïåðèîäè÷åñêîé 
äðîáè, íàïðèìåð, � � 3,1415926…), îáðàçóþò ìíîæåñòâî èððàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë.

Îáúåäèíåíèå ðàöèîíàëüíûõ è èððàöèîíàëüíûõ ÷èñåë îáðàçóåò ìíî-
æåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë, êîòîðîå îáîçíà÷àþò áóêâîé R.

Âî ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë âñåãäà ìîæíî âûïîëíèòü äåéñòâèÿ ñëîæåíèÿ, âû-
÷èòàíèÿ, óìíîæåíèÿ, äåëåíèÿ (êðîìå äåëåíèÿ íà 0), èçâëå÷åíèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ èç íå-
îòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà.

Íà ðèñóíêå â âèäå äèàãðàììû Ýéëåðà äàíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ÷èñëîâûìè ìíîæåñòâà-
ìè: N F Z F Q F R.

ЭЛЕМЕНТЫ КОМБИНАТОРИКИ

Перестановки
Ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç n ýëåìåíòîâ, íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé 

èç n ýëåìåíòîâ è îáîçíà÷àåòñÿ Pn.
Òàêèì îáðàçîì, ïåðåñòàíîâêè èç n ýëåìåíòîâ îòëè÷àþòñÿ ìåæäó ñîáîé òîëüêî ïîðÿäêîì 

ýëåìåíòîâ.

N

Z
Q
R
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Äâà ýëåìåíòà a è b ìîæíî óïîðÿäî÷èòü äâóìÿ ñïîñîáàìè: ab è ba. Ýòî äâå ïåðåñòàíîâêè 
èç ýëåìåíòîâ a è b. Èòàê, P2 � 2.

×òîáû îáðàçîâàòü ïåðåñòàíîâêè èç òð¸õ ýëåìåíòîâ a, b, c, ìîæíî òðåòèé ýëåìåíò c ïîìå-
ñòèòü âïåðåäè ïàðû ab, ïîñåðåäèíå ïàðû ab è â êîíöå ïàðû ab:

cab, acb, abc.

Òî÷íî òàê èç ïàðû ba ìîæíî ïîëó÷èòü:

cba, bca, bac.

Èòàê, äëÿ òð¸õ ýëåìåíòîâ ñóùåñòâóåò 2 � 3 � 6 ñïîñîáîâ ðàñïîëîæåíèÿ ïî ïîðÿäêó, ÷èñëî 
ïåðåñòàíîâîê èç òð¸õ ýëåìåíòîâ ðàâíî 6: P3 � 2 � 3 � 6.

Ïóñòü èìååì k ýëåìåíòîâ, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû âñå âîçìîæíûå Pk ïåðåñòàíîâêè. Âîçü-
ìåì îäíó èç íèõ: a1a2a3…ak. Äîáàâèì åù¸ îäèí (k + 1)-é ýëåìåíò. Åãî ìîæíî ïîìåñòèòü:

1) ïåðåä ïåðâûì ýëåìåíòîì a1;
2) ïåðåä âòîðûì ýëåìåíòîì a2;
3) ïåðåä òðåòüèì ýëåìåíòîì a3;
.............................................
k) ïåðåä k-ì ýëåìåíòîì ak;
(k + 1) â êîíöå âñåõ ýëåìåíòîâ,
òî åñòü âñåãî k � 1 ñïîñîáîâ.
Èòàê, êîëè÷åñòâî ïåðåñòàíîâîê èç k + 1 ýëåìåíòîâ â (k + 1) ðàç áîëüøå, ÷åì ÷èñëî ïåðå-

ñòàíîâîê èç k ýëåìåíòîâ, òî åñòü
Pk+1 � Pk � (k + 1).

P1 � 1;
P2 � P1 � 2 � 1 � 2 � 2;
P3 � P2 � 3 � 1 � 2 � 3 � 6;
P4 � P3 � 4 � 1 � 2 � 3 � 4 � 24;
P5 � P4 � 5 �1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 120;
..............................................
Pk � Pk–1 � 1 � 2 � 3 � … � k;
Pk+1 � Pk � (k + 1) � 1 � 2 � 3 � … � k � (k + 1).
Ïðîèçâåäåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî äàííîãî íàòóðàëü-

íîãî ÷èñëà n íàçûâàåòñÿ ôàêòîðèàëîì ÷èñëà n è îáîçíà÷àåò-
ñÿ n! Â òàáëèöå ïðèâåäåíû çíà÷åíèÿ ôàêòîðèàëà äëÿ çíà÷åíèé 
n îò 1 äî 10.

×èñëî ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ 
âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë îò 1 äî n, òî åñòü n! (÷èòàþò: «ýí ôàê-
òîðèàë»):

Pn � 1 � 2 � 3 � … � n � n!

Ïðèìåð. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ðàññòàâèòü íà ïëîùàäêå 6 âîëåéáîëèñòîâ?
Ðåøåíèå. P6 � 6! � 1 � 2 � 3 � 4 � 5 � 6 � 720.

Размещения
Ëþáîå óïîðÿäî÷åííîå ïîäìíîæåñòâî èç m ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî 

n ýëåìåíòîâ, ãäå m � n, íàçûâàåòñÿ ðàçìåùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m.

×èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì An
m.  Ðàññìî-

òðèì ìíîæåñòâî {a, b, c} è âûïèøåì ðàçìåùåíèÿ èç ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà ïî äâà:

ab, ba, ac, ca, bc, cb.

n n!

1 1

2 2

3 6

4 24

5 120

6 720

7 5040

8 40 320

9 362 880

10 3 628 800
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Èòàê, A3
2 6� .

Íàéä¸ì çíà÷åíèå An
m.

Ïóñòü èìååì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Ïåðâûé ýëåìåíò m-ýëåìåíòíîãî ïîä-
ìíîæåñòâà ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè: âòîðîé ýëåìåíò — (n – 1) ñïîñîáàìè; òðåòèé ýëå-
ìåíò — (n – 2) ñïîñîáàìè; …; m-é ýëåìåíò — (n – m +1) ñïîñîáàìè:

Èòàê,
A n n n n mn

m = ⋅ − ⋅ − ⋅ ⋅ − +( ) ( ) ... ( ),1 2 1

òî åñòü ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ m ïîñëå-
äîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàèáîëüøåå èç êîòîðûõ n.

Åñëè n � m, òî èìååì A Pn
m

n� ,  òî åñòü ïåðåñòàíîâêà — îòäåëüíûé ñëó÷àé ðàçìåùåíèÿ.

Сочетания
Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî {a, b, c}. Èç ýëåìåíòîâ ýòîãî ìíîæåñòâà ìîæíî îáðàçîâàòü 6 äâóõ-

ýëåìåíòíûõ ðàçìåùåíèé:
ab, ac, bc, ba, ca, cb.

Ýòî óïîðÿäî÷åííûå ïîäìíîæåñòâà äàííîãî ìíîæåñòâà. À ñêîëüêî íåóïîðÿäî÷åííûõ äâóõ-
ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìîæíî ñîñòàâèòü èç òåõ æå ýëåìåíòîâ? Òîëüêî òðè: {ab}, {ac}, {bc}.

Ëþáîå ïîäìíîæåñòâî èç m ýëåìåíòîâ äàííîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ, íà-
çûâàåòñÿ ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ.

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì Cn
m.  Íàïðèìåð: 

C3
2 3� .

Èç ÷åòûð¸õ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {a, b, c, d} ìîæíî îáðàçîâàòü 6 ñî÷åòàíèé ïî 2 ýëåìåíòà:

{a, b}; {a, c}; {a, d}; {b, c}; {c, d}; {b, d};

3 ñî÷åòàíèÿ ïî 3 ýëåìåíòà: {a, b, c}; {a, b, d}; {b, c, d}.

Òàêèì îáðàçîì, C4
2 6� ,  C4

3 3� .

Äîãîâîðèëèñü ñ÷èòàòü, ÷òî Cn
0 1� ,  C nn

1 � ,  Cn
n � 1.

Âûâåäåì ôîðìóëó äëÿ íàõîæäåíèÿ çíà÷åíèé Cn
m,  äëÿ ýòîãî ñðàâíèì ÷èñëà Cn

m  è An
m  ïðè 

îäíèõ è òåõ æå çíà÷åíèÿõ m è n.
Êàæäîå m-ýëåìåíòíîå ñî÷åòàíèå ìîæíî óïîðÿäî÷èòü Pm ñïîñîáàìè. Â ðåçóëüòàòå èç îäíî-

ãî ñî÷åòàíèÿ îáðàçóåòñÿ An
m  ðàçìåùåíèé (óïîðÿäî÷åííûõ ïîäìíîæåñòâ) èç òåõ æå ýëåìåí-

òîâ. Èòàê, ÷èñëî m-ýëåìåíòíûõ ñî÷åòàíèé â Pm ðàç ìåíüøå, ÷åì ÷èñëî ðàçìåùåíèé èç òåõ 

æå ýëåìåíòîâ. Òî åñòü A P Cn
m

m n
m= ⋅ ,  îòñþäà

C
A

P
n n n n m

mn
m n

m

m

= = − − − +
⋅ ⋅ ⋅ ⋅

( )( )...( )

...
.

1 1 1

1 2 3

×èñëî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ðàâíî äðîáè, ÷èñëèòåëü êîòîðîé ÿâëÿ-
åòñÿ ïðîèçâåäåíèåì m ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íàèáîëüøåå èç êîòîðûõ n, 
à çíàìåíàòåëü äðîáè — ïðîèçâåäåíèå m ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ó÷èòûâàÿ ÷òî A
n

n mn
m =

−
!

( ) !
,  ìîæíî ïîëó÷èòü:

C
A

P
n

m n mn
m n

m

m

= =
−
!

!( ) !
.

Èòàê,
C

n
m n mn

m =
−
!

!( ) !
.
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Ïðèìåð 1. Âû÷èñëèòå: à) C10
3 ;  á) C50

49.

à) C10
3 10 9 3

1 2 3
120= ⋅ ⋅

⋅ ⋅
= ;  á) C50

49 50

49 50 49

50

49

49 50

49
50=

−
= = =!

!( ) !

!

!

!

!
.

Ïðèìåð 2. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè èç 25 ó÷àùèõñÿ ìîæíî âûáðàòü 3 äåæóðíûõ?
Ðåøåíèå. Âûáîð 3 äåæóðíûõ èç 25 ó÷àùèõñÿ — ýòî ñî÷åòàíèå 3 ó÷àùèõñÿ èç 25 ó÷àùèõñÿ. 

Èòàê, n C= = ⋅ ⋅
⋅ ⋅

=25
3 25 24 23

1 2 3
2300.

Îòâåò: 2 300 ñïîñîáàìè.

Свойства числа сочетаний
1. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Âûáåðåì îäíî ñî÷åòàíèå èç m ýëå-

ìåíòîâ, ýòîìó ñî÷åòàíèþ ñîîòâåòñòâóåò îäíî ñî÷åòàíèå íåâûáðàííûõ (n – m) ýëåìåíòîâ. 

Êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ ðàâíî Cn
m,  à êîëè÷åñòâî ñî÷åòàíèé èç 

n ýëåìåíòîâ ïî (n – m) ýëåìåíòîâ ðàâíî Cn
n m .  Ïîñêîëüêó êàæäîìó ñî÷åòàíèþ âûáðàííûõ 

m ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâóåò îäíî ñî÷åòàíèå íåâûáðàííûõ (n – m) ýëåìåíòîâ, òî C Cn
m

n
n m= − .  

Èòàê, äëÿ ëþáûõ n è m (0 � m � n) ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

C Cn
m

n
n m= − .

Ýòîò æå ðåçóëüòàò ìîæíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííî èç ôîðìóëû ÷èñëà ñî÷åòàíèé, åñëè 
çàïèñàòü å¸ ñ ïîìîùüþ ôàêòîðèàëîâ:

C
n

n m m
Cn

m
n
n m=

−
= −!

( ) ! !
.

Ýòî ñâîéñòâî äà¸ò âîçìîæíîñòü óïðîñòèòü âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà ñî÷åòàíèé.

Ïðèìåð. Âû÷èñëèòå C180
178.

Ðåøåíèå. C C180
178

180
2 180 179

1 2
16 110= = ⋅

⋅
= .

2. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå n ýëåìåíòîâ. Âûäåëèì m-ýëåìåíòíûå ïîäìíî-
æåñòâà è ðàçäåëèì èõ íà äâå ãðóïïû: ïîäìíîæåñòâà, â ñîñòàâ êîòîðûõ âõîäèò íåêîòîðûé 
ýëåìåíò a äàííîãî ìíîæåñòâà, è ïîäìíîæåñòâà, â ñîñòàâ êîòîðûõ a íå âõîäèò. ×èñëî ïîä-

ìíîæåñòâ â ïåðâîé ãðóïïå ðàâíî Cn
m


1
1,  ïîòîìó ÷òî êàæäîå òàêîå ïîäìíîæåñòâî ïîëó÷àþò 

ïðèñîåäèíåíèåì ê a íåêîòîðîãî (m – 1)-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà. ×èñëî ïîäìíîæåñòâ âî 

âòîðîé ãðóïïå ðàâíî Cn
m
1.  Èòàê, C C Cn

m
n
m

n
m= +−

−
−1

1
1. Ýòî ðàâåíñòâî ìîæíî äîêàçàòü ïî-äðóãîìó:

C C
n

n m m
n

n m mn
m

n
m

−
−

−+ = −
− − + −

+ −
− −

=1
1

1
1

1 1 1

1

1

( ) !

( ) !( ) !

( ) !

( ) ! !

= −
− −

+
− −

⎛
⎝
⎜

⎞
⎠
⎟ =( ) !

( ) !( ) ! ( ) ! !
n

n m m n n m m
1

1 1

1

= − ⋅ + −
− − − −

= −
−

=( ) !
( ) !( )( ) !

( ) !

( ) ! !
n

m n m
n m n m m m

n n
n m m

1
1 1

1

=
−

=n
n m m

Cn
m!

( ) ! !
.
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3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

C C C C Cn n n n
n

n
n n0 1 2 1 2+ + + + + =−... .

Òàê êàê Cn
m  — ÷èñëî m-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ íåêîòîðîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n 

ýëåìåíòîâ, òî C C C Cn n n
n

n
n0 1 1+ + + +−...  — ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ. 

Äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî n ýëåìåíòîâ, ðàâíî 2n.
Ïðîíóìåðóåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà è äëÿ êàæäîãî ïîäìíîæåñòâà äàííîãî ìíîæåñòâà ïî-

ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíîé n èç íóëåé è åäèíèö ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: íà m-ì 
ìåñòå ïèøåì 1, åñëè ýëåìåíò m íå âõîäèò â ïîäìíîæåñòâî. Èòàê, êàæäîìó ïîäìíîæåñòâó 
ñîîòâåòñòâóåò ñâîÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íóëåé è åäèíèö. Íàïðèìåð, ïóñòîìó ìíîæåñòâó ñî-
îòâåòñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç îäíèõ íóëåé, âñåìó ìíîæåñòâó — ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç 
îäíèõ åäèíèö. ×èñëî âñåõ ïîäìíîæåñòâ ðàâíî ÷èñëó âñåõ âîçìîæíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé 
äëèíû n, ñîñòàâëåííûõ èç íóëåé è åäèíèö, è ðàâíî 2 � 2 � … � 2 � 2n.

Треугольник Паскаля
Çàïèøåì âñå âîçìîæíûå ýëåìåíòû Cn

m  (n � 0, 1, 2, …, m � 0, 1, 2, …, n) â âèäå òðåóãîëü-
íîé òàáëèöû.

C0
0

C1
0 C1

1

C2
0 C2

1 C2
2

C3
0 C3

1 C3
2 C3

3

C4
0 C4

1 C4
2 C4

3 C4
4

.....................................................
......

Cn
0 Cn

1 Cn
2 ......................... Cn

n1 Cn
n

Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ÷èñëà ñî÷åòàíèé Cn
m,  à èìåííî:

1) C C C C Cn n
n

0
0

1
0

1
1 0 1� � � � � �... ;  2) C C Cn

m
n
m

n
m= +−

−
−1

1
1,

ýòó òàáëèöó ëåãêî çàïèñàòü â ÷èñëîâîì âèäå:

1 ï � 0
1 1 ï � 1

1 2 1 ï � 2
1 3 3 1 ï � 3

1 4 6 4 1 ï � 4
1 5 10 10 5 1 ï � 5

1 6 15 20 15 6 1 ï � 6
......................................................

Ýòà òàáëèöà ïîñòðîåíà òàê: â ïåðâîé ñòðîêå çàïèñàíà 1, âî âòîðîé — ïî ñòîðîíàì îò íå¸ 
ïî åäèíèöå. Â êàæäîé ïîñëåäóþùåé ñòðîêå ïåðâûå è ïîñëåäíèå ÷èñëà — åäèíèöû, à êàæäîå 
âòîðîå ðàâíî ñóììå äâóõ áëèæàéøèõ ê íåìó ÷èñåë ñâåðõó (ñâîéñòâî 2).

Ñëåäóåò óêàçàòü, ÷òî ÷èñëà ðÿäà, ðàñïîëîæåííûå íà îäèíàêîâîì ðàññòîÿíèè îò åãî êîí-

öîâ, ðàâíû ìåæäó ñîáîé. Ýòî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà: C Cn
m

n
n m= − .  Ñóììà ÷èñåë m-é ñòðîêè 

ðàâíà 2n.
Ýòó òðåóãîëüíóþ òàáëèöó íàçûâàþò òðåóãîëüíèêîì Ïàñêàëÿ ïî èìåíè ôðàíöóçñêîãî ìà-

òåìàòèêà Á. Ïàñêàëÿ (1623–1662), êîòîðûé çàíèìàëñÿ èññëåäîâàíèåì ñâîéñòâ ýòîé òàáëèöû 
è ïðèìåíåíèåì å¸ ê ðåøåíèþ çàäà÷ è óïðàæíåíèé.
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Решение простейших комбинаторных задач
Ñî÷åòàíèÿ, ðàçìåùåíèÿ è ïåðåñòàíîâêè âìåñòå íàçûâàþò ñîåäèíåíèÿìè, èëè êîìáèíà-

öèÿìè. Ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì ðàññìàòðèâàþòñÿ ñâîéñòâà êîìáèíàöèé, íàçûâàþò 
êîìáèíàòîðèêîé, à çàäà÷è ýòîãî ðàçäåëà — êîìáèíàòîðíûìè çàäà÷àìè.

Ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ñíà÷àëà ñëåäóåò îïðåäåëèòü âèä ñîåäèíåíèÿ (ñì. 
òàáëèöó). Íàïîìíèì, ÷òî:

— ïåðåñòàíîâêè îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà ïîðÿäêîì ðàñïîëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ;
— ðàçìåùåíèÿ îòëè÷àþòñÿ èëè âûáîðîì ýëåìåíòîâ, èëè ïîðÿäêîì èõ ðàñïîëîæåíèÿ;
— ñî÷åòàíèÿ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî âûáîðîì ýëåìåíòîâ (ïîðÿäîê ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ íå 

ó÷èòûâàåòñÿ).

Âûáîð ôîðìóëû

Ó÷èòûâàåòñÿ ëè ïîðÿäîê 
ðàçìåùåíèÿ ýëåìåíòîâ

Âñå ëè ýëåìåíòû âõîäÿò 
â ñîåäèíåíèå

Ñî÷åòàíèÿ

C
n

n m mn
m =

−
!

( ) ! !

C
n n n m

mn
m = − − +

⋅ ⋅ ⋅
( )...( )

...

1 1

1 2

Ïåðåñòàíîâêè
Pn � n! 

Ðàçìåùåíèÿ

A
n

n mn
m =

−
!

( ) !

A n n n mn
m = − − +( )...( )1 1  

äà íåò

äà íåò

Êîìáèíàòîðíûå çàäà÷è áûâàþò ðàçíûõ âèäîâ. Íî áîëüøèíñòâî èç íèõ ðåøàþò ñ ïîìî-
ùüþ äâóõ îñíîâíûõ ïðàâèë: ïðàâèëà ñóììû è ïðàâèëà ïðîèçâåäåíèÿ.

Âûáîð ïðàâèëà

èëè a, èëè b è a, è b

Ïðàâèëî ñóììû Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ
Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âû-
áðàòü m ñïîñîáàìè, à ýëå-
ìåíò b — n ñïîñîáàìè, 
òî âûáîð a èëè b ìîæíî 
ñäåëàòü (m + n) ñïîñîáàìè

Åñëè ýëåìåíò a ìîæíî âû-
áðàòü m ñïîñîáàìè, à ýëå-
ìåíò b — n ñïîñîáàìè, òî 
a è b (ïàðû a è b) ìîæíî 
îñóùåñòâèòü (m � n) ñïîñî-
áàìè

Ïðèìåð. Â êëàññå 12 ìàëü÷èêîâ è 10 äåâî÷åê.
à) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü îäíîãî ó÷åíèêà ýòîãî êëàññà?
á) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè äâóõ — ìàëü÷èêà è äåâî÷êó?
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â) Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü äåâî÷êó?
ã) Óæå âûáðàí îäèí ó÷åíèê. Ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî âûáðàòü ïîñëå ýòîãî ìàëü÷è-

êà è äåâî÷êó?
Ðåøåíèå.
à) Ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 ñïîñîáàìè, à äåâî÷êó — 10 ñïîñîáàìè, òîãäà ïî ïðàâèëó 

ñóììû èëè äåâî÷êó, èëè ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 + 10 � 22 (ñïîñîáàìè).
á) Ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 ñïîñîáàìè, à äåâî÷êó — 10 ñïîñîáàìè, òîãäà ïî ïðàâèëó 

ïðîèçâåäåíèÿ è äåâî÷êó, è ìàëü÷èêà ìîæíî âûáðàòü 12 � 10 � 120 (ñïîñîáàìè).
â) Äåâî÷êó ìîæíî âûáðàòü 10 ñïîñîáàìè.
ã) Åñëè îäèí ó÷åíèê óæå âûáðàí, òî âîçìîæíû òðè âàðèàíòà:

1) åñëè áûë âûáðàí ìàëü÷èê, òî ìàëü÷èêîâ îñòàëîñü 11; èòàê, ñóùåñòâóåò 11 âàðè-
àíòîâ åãî âûáîðà, äëÿ äåâî÷êè — 10 âàðèàíòîâ, äëÿ ïàðû 11 � 10 � 110 (âàðèàíòîâ).
2) Åñëè áûëà âûáðàíà äåâî÷êà, òîãäà äåâî÷åê îñòàëîñü 9; èòàê, äåâî÷êó ìîæíî âû-
áðàòü 9 ñïîñîáàìè, ìàëü÷èêà — 12 ñïîñîáàìè, à ïàðó ìîæíî âûáðàòü 9 � 12 � 108 
(ñïîñîáàìè).

Ïî ïðàâèëó ñóììû èìååì îáùåå êîëè÷åñòâî âàðèàíòîâ
11 � 10 + 12 � 9 � 110 + 108 � 218.
Îòâåò: à) 22; á) 120; â) 10; ã) 218.

КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните таблицу:

{a,b,c} n ýëåìåíòîâ

Ïåðåñòàíîâêà

Ðàçìåùåíèå

Ñî÷åòàíèå

Ответы на тестовые задания к неделе 34
1 — 30. 2 — 120. 3 — 336. 4 — 12. 5 — 120. 6 — 18. 7 — 45. 8 — 216. 9 — 6. 10 — 120. 11 — 80.
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НЕДЕЛЯ 35 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
6.2. Элементы статистики

6.2.1. Табличное и графическое представление данных
6.2.2. Числовые характеристики рядов данных

РЕШЕНИЕ ПРАКТИЧЕСКИХ ЗАДАЧ:  
АНАЛИЗ ДИАГРАММ И ГРАФИКОВ,  

АНАЛИЗ ИНФОРМАЦИИ СТАТИСТИЧЕСКОГО ХАРАКТЕРА

Понятие о статистике и её методах.  
Статистические таблицы

Ñòàòèñòèêà — íàóêà, êîòîðàÿ ñîáèðàåò, îáðàáàòûâàåò è èçó÷àåò äàííûå, ñâÿçàííûå 
ñ ðàçíûìè ìàññîâûìè ÿâëåíèÿìè, ïðîöåññàìè, ñîáûòèÿìè. Ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ ñòàòèñòèêè 
ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå êîëè÷åñòâåííîé ñòîðîíû ýòèõ ÿâëåíèé. Ñòàòèñòèêà ó÷èò, êàê ïðîàíàëè-
çèðîâàòü èíôîðìàöèþ, âûÿâèòü è îöåíèòü çàêîíîìåðíîñòè ôîðìèðîâàíèÿ, ðàçâèòèÿ è âçàè-
ìîäåéñòâèÿ ñëîæíûõ ïî ñâîåé ïðèðîäå ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèé.

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòàòèñòèêà — ðàçäåë ìàòåìàòèêè, ïîñâÿùåííûé ìàòåìàòè÷åñêèì ìåòî-
äàì ñèñòåìàòèçàöèè, îáðàáîòêè è èññëåäîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ äàííûõ äëÿ íàó÷íûõ è ïðàê-
òè÷åñêèõ âûâîäîâ. Å¸ øèðîêî èñïîëüçóþò ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèå äèñöèïëèíû è äðóãèå 
îòðàñëè, à èìåííî: àñòðîíîìèÿ (ðàñïðåäåëåíèå è äâèæåíèå çâ¸çä â íåáåñíîì ïðîñòðàíñòâå), 
ôèçèêà (òåðìîäèíàìèêà), áèîëîãèÿ (çàêîíû íàñëåäñòâåííîñòè), ãèäðîëîãèÿ (ïðîãíîç ïîãî-
äû), èíäóñòðèÿ (êîíòðîëü êà÷åñòâà èçäåëèé) è äð.

Ïåðâûì ýòàïîì ëþáîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñáîð èíôîðìàöèè, à èìåííî ñòàòèñòè÷å-
ñêîå íàáëþäåíèå.

Ñòàòèñòè÷åñêîå íàáëþäåíèå — ýòî ñïëàíèðîâàííûé, íàó÷íî îðãàíèçîâàííûé ñáîð ìàññî-
âûõ äàííûõ î ñîöèàëüíî-ýêîíîìè÷åñêèõ ÿâëåíèÿõ è ïðîöåññàõ.

ñïëîøíûå íåñïëîøíûå

âûáîðî÷íûå

àíêåòíûå

íàáëþäåíèå îñíîâ-
íîãî ìàññèâà

ìîíîãðàôè÷åñêîå 
îïèñàíèå

Ïî âðåìåííîìó 
ïðèçíàêó

òåêóùèå

ïåðèîäè÷åñêèå

îäèíî÷íûå

Ïî ñïîñîáó 
îðãàíèçàöèè

îò÷¸òíûå

ýêñïåäèöèîííûå

ñàìîâû÷èñëåíèå

Ïî ñòåïåíè ïîëíîòû îõâàòà 
åäèíèö

Âèäû ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé

290

НЕ
ДЕ

ЛЯ
 3

5.
 Э

ле
ме

нт
ы

 к
ом

би
на

то
ри

ки
, с

та
ти

ст
ик

и 
и 

те
ор

ии
 в

ер
оя

тн
ос

те
й



Ïðèìåðàìè ñòàòèñòè÷åñêèõ íàáëþäåíèé ìîãóò áûòü: 
åæåäíåâíûé ó÷åò ïîñåùåíèÿ; ó÷åò óñïåâàåìîñòè çà ñå-
ìåñòð; ïåðåïèñü íàñåëåíèÿ; àíêåòèðîâàíèå; ñïèñîê ðå-
ëèãèîçíûõ îáùèí ñòðàíû; èññëåäîâàíèå ôèíàíñîâîé 
äåÿòåëüíîñòè èíâåñòèöèîííîé êîìïàíèè; ðåãèñòðàöèÿ 
áðàêîâ â çàãñàõ; îïðîñ îòäåëüíûõ ó÷àñòíèêîâ ïðåçåíòà-
öèè; ó÷åò ÷èñëà çàðåãèñòðèðîâàííûõ ïðåñòóïëåíèé; ðå-
ãèñòðàöèÿ óðîâíÿ öåí íà ñåëüñêîõîçÿéñòâåííûå ïðîäóê-
òû; òåëåôîííûé îïðîñ è äð.

Ñàìûì ðàñïðîñòðàí¸ííûì ñðåäè âèäîâ ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ íàáëþäåíèé ÿâëÿåòñÿ âûáîðî÷íîå íàáëþäåíèå. 
Â ïðîöåññå âûáîðî÷íîãî íàáëþäåíèÿ èçó÷àåòñÿ òîëüêî 
÷àñòü ñîâîêóïíîñòè, âûáðàííàÿ ñïåöèàëüíûì ìåòîäîì, 
êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ âûáîðêîé. Âñþ ñîâîêóïíîñòü, èç 
êîòîðîé äåëàþò âûáîðêó, íàçûâàþò ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòüþ. ×èñëî îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè 
è âûáîðêè íàçûâàþò ñîîòâåòñòâåííî âåëè÷èíîé ãåíå-
ðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè è âåëè÷èíîé âûáîðêè.

Ïðèìåð 1. Åñëè èç 1000 äåòàëåé îòîáðàíû äëÿ îá-
ñëåäîâàíèÿ 100 äåòàëåé, òî âåëè÷èíà ãåíåðàëüíîé ñîâî-
êóïíîñòè N � 1000, à âåëè÷èíà âûáîðêè n � 100.

Ïðèìåð 2. Åñëè èç 20 ìëí ãðàæäàí îáúåêòîì èññëå-
äîâàíèÿ ýêîíîìèñòû âûáðàëè 1000 ÷åëîâåê, òî âåëè÷èíà 
ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè N � 20 ìëí ÷åë., à âåëè÷èíà 
âûáîðêè n � 1000 ÷åë.

Èäåÿ âûáîðî÷íîãî íàáëþäåíèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû, 
àíàëèçèðóÿ îòîáðàííóþ îïðåäåë¸ííûì îáðàçîì ÷àñòü 
åäèíèö (îáúåêòîâ) âñåé ñîâîêóïíîñòè, ðàñïðîñòðàíèòü 
ðåçóëüòàòû è âûâîäû íà âñþ ñîâîêóïíîñòü â öåëîì. Ñóòü 
âûáîðî÷íîãî íàáëþäåíèÿ óäà÷íî ïîÿñíèë îäèí èç äè-
ðåêòîðîâ Èíñòèòóòà Ãåëëàïà: «…äëÿ òîãî ÷òîáû îöåíèòü 
âêóñ ñóïà, ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî ñúåñòü åãî ïîëíîñòüþ, 
íåîáõîäèìî õîðîøî ïåðåìåøàòü åãî è ïîïðîáîâàòü òîëü-
êî îäíó ëîæêó».

Äëÿ òîãî ÷òîáû ïî âûáîðêå ìîæíî áûëî ñ óâåðåííî-
ñòüþ ñäåëàòü âûâîä î âñåé ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, íå-
îáõîäèìî, ÷òîáû âûáîðêà äîñòàòî÷íî òî÷íî îòîáðàæàëà 
òî ñâîéñòâî îáúåêòîâ ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè, êîòîðîå 
èçó÷àþò. Âûáîðêà äîëæíà áûòü ïðåäñòàâèòåëüíàÿ, òî 
åñòü îòáîð îáúåêòîâ â âûáîðêó ïðîèçâîäèòñÿ ñëó÷àéíî.

Â ðåçóëüòàòå ñòàòèñòè÷åñêîãî íàáëþäåíèÿ ïîëó÷àþò 
ìàòåðèàë, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò îòäåëüíûå ýëåìåíòû 
ñîâîêóïíîñòè. Ïîñëå ñâåäåíèÿ è ãðóïïèðîâêè ñòàòèñòè÷å-
ñêèõ äàííûõ äëÿ íàèáîëåå ðàöèîíàëüíîãî è íàó÷íîãî âè-
äà èõ ðåçóëüòàòîâ èñïîëüçóþò ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû.

Ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû èìåþò ïîäëåæàùåå è ñêà-
çóåìîå. Ñòàòèñòè÷åñêîå ïîäëåæàùåå — ýòî ñïèñîê îò-
äåëüíûõ îáúåêòîâ èëè ãðóïï îáúåêòîâ. Ñòàòèñòè÷åñêîå 
ñêàçóåìîå — ýòî òå ïðèçíàêè èëè ïîêàçàòåëè, êîòîðûå 
õàðàêòåðèçèðóþò ñòàòèñòè÷åñêîå ïîäëåæàùåå.

1. Девочки 11 класса на уроке физ-
культуры при прыжках в высоту по-
казали следующие результаты: 90, 
125, 125, 130, 130, 135, 135, 135, 140, 
140, 140, 140.
Найдите моду этой совокупности 
данных.

2. Найдите медиану совокупности вы-
борки, представленной в задаче 2.

3. Найдите среднее значение ряда 
данных, представленных в задаче 2.

ДЛЯ ЗАМЕТОК
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Ïî ñòðóêòóðå ïîäëåæàùåãî ñòàòèñòè÷åñêèå òàáëèöû 
ïîäðàçäåëÿþòñÿ íà ïðîñòûå, ãðóïïîâûå è êîìáèíàöèîí-
íûå.

Â òàáëèöàõ èíôîðìàöèÿ ïîäàåòñÿ êîìïàêòíî, â óäîá-
íîé äëÿ ñðàâíåíèÿ è àíàëèçà ôîðìå. Âèä òàáëèöû çàâè-
ñèò îò öåëè è îñîáåííîñòåé îáúåêòà èññëåäîâàíèÿ, îáú¸-
ìà èìåþùåéñÿ èíôîðìàöèè.

Â ìàòåìàòè÷åñêîé ñòàòèñòèêå âìåñòî ñëîâà «äàííûå» 
èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí «âàðèàíòà». ×èñëîâóþ õàðàêòåðè-
ñòèêó âàðèàíòû ïðè ýòîì íàçûâàþò ïðèçíàêîì. Âàðèàí-
òû, çàïèñàííûå â òàáëèöå â âîçðàñòàþùåì (óáûâàþùåì) 
ïîðÿäêå, íàçûâàþò âàðèàöèîííûì ðÿäîì. Âàðèàöèîí-
íûå ðÿäû áûâàþò äèñêðåòíûìè è èíòåðâàëüíûìè.

Ïóñòü âûáîðî÷íûå äàííûå ñîäåðæàò m âàðèàíò x1, 
x2, …, xm, ïðè÷¸ì íåêîòîðûé ïðèçíàê Õ ïðèíÿë çíà-
÷åíèå x1 n1 ðàç, çíà÷åíèå x1 — n1 ðàç, …, xm — m ðàç. 
Ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå óêàçûâàåò, ñêîëüêî ðàç 
òà èëè èíàÿ âàðèàíòà âñòðå÷àåòñÿ, íàçûâàåòñÿ ÷àñòîòîé.

Òàáëèöà, êîòîðàÿ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ðÿäîì 
âàðèàíò è ñîîòâåòñòâóþùèìè ÷àñòîòàìè, íàçûâàåòñÿ ÷à-
ñòîòíîé òàáëèöåé, èëè ñòàòèñòè÷åñêèì ðàñïðåäåëåíèåì.

x1 x1 x1 … xm 

n1 n1 n1 … nm 

Çäåñü N — âåëè÷èíà âûáîðêè N � n1 + n2 + … + nm.
Ïðèìåð. Ïðîèçâîäèòåëÿì îäåæäû íåîáõîäèìî 

çíàòü, ñêîëüêî îäåæäû òîãî èëè èíîãî ðàçìåðà íåîá-
õîäèìî âûïóñêàòü. Îïðîñèëè 50 æåíùèí, èõ ðàçìåðû 
îäåæäû òàêèå: 44, 50, 48, 48, 52, 50, 52, 48, 46, 50, 50, 
52, 54, 46, 48, 48, 54, 52, 46, 50, 52, 48, 46, 50, 52, 50, 
48, 50, 54, 48, 48, 50, 52, 46, 52, 56, 50, 44, 56, 50, 52, 
48, 56, 54, 46, 54, 50, 56, 54, 50. Ñîñòàâüòå ÷àñòîòíóþ 
òàáëèöó.

Îòâåò:
Ðàçìåð îäåæäû 44 46 48 50 52 54 56
Êîëè÷åñòâî æåíùèí 2 6 10 13 9 6 4

Ряд распределения. Наглядное 
изображение статистического 

распределения
Ïóñòü èç ãåíåðàëüíîé ñîâîêóïíîñòè ñäåëàíà âûáîð-

êà, ïðè÷¸ì x1 íàáëþäàëîñü n1 ðàç, x2 — n2 ðàç, x3 — 
n3 ðàç, …, xm — nm è n1 + n2 + … + nm � N — îáú¸ì 
âûáîðêè. Çíà÷åíèÿ x1, x2, …, xm íàçûâàþò âàðèàíòàìè, 
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âàðèàíò, çàïèñàííûõ â âîçðàñòàþ-
ùåì (óáûâàþùåì) ïîðÿäêå, — âàðèàöèîííûì ðÿäîì. 
×èñëî íàáëþäåíèé n1, n2, …, nm íàçûâàþò ÷àñòîòàìè, 

4. Найдите размах заданной совокуп-
ности данных, представленных в за-
даче 2.

5. После летних каникул провели 
опрос 9 мальчиков о количестве 
книг, прочитанных ими за каникулы. 
Получили ряд чисел:

5, 3, 3, 4, 6, 4, 4, 7, 4. 

Найдите моду этой совокупности 
данных.

6. Найдите медиану совокупности вы-
борки, представленной в задаче 6.
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à èõ îòíîøåíèÿ ê îáúåêòó âûáîðêè 
n

N
p1
1� ,  

n

N
p2
2� ,  …, 

n

N
pm
m�  — îòíîñèòåëüíûìè ÷àñòî-

òàìè. Îòìåòèì, ÷òî ñóììà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ðàâíà åäèíèöå:

p p p
n

N

n

N

n

N

n n n

N
N
Nm

m m
1 2

1 2 1 2 1+ + + = + + + =
+ + +

= =... ...
...

.

Ñòàòèñòè÷åñêèì ðÿäîì ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ñïèñîê âàðèàíò è ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ èì ÷àñòîò èëè îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò.

Ñòàòèñòè÷åñêîå ðàñïðåäåëåíèå ìîæíî çàäàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èíòåðâàëîâ è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ èì ÷àñòîò.

Ïðèìåð 1. Ïåðåéäèòå îò ÷àñòîò ê îòíîñèòåëüíûì ÷àñòîòàì â ñëåäóþùåì ðàñïðåäåëåíèè 
âûáîðêè îáú¸ìîì N � 20.

Âàðèàíòà x1 2 6 12

×àñòîòà n1 3 10 7

Ðåøåíèå. Íàéä¸ì îòíîñèòåëüíûå ÷àñòîòû: p1
3

20
0 15� � , ;  p2

10

20
0 50� � , ;  p3

7

20
0 35� � , .

Ïîëó÷èì ñëåäóþùåå ðàñïðåäåëåíèå.

Âàðèàíòà x1 2 6 12

Îòíîñèòåëüíàÿ ÷àñòîòà ð1 0,15 0,50 0,35

Äëÿ ãðàôè÷åñêîãî èçîáðàæåíèÿ ñòàòèñòè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ èñïîëüçóþò ïîëèãîíû 
è ãèñòîãðàììû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîëèãîíà íà îñè ÎÕ îòêëàäûâàþò çíà÷åíèÿ âàðèàíò x1, à íà îñè îðäè - 
íàò — çíà÷åíèÿ ÷àñòîò n1.

Òî÷êè (x1; n1) ñîåäèíÿþò îòðåçêàìè ïðÿìûõ è ïîëó÷àþò ïîëèãîí ÷àñòîò.

Ïðèìåð 2. Ïîñòðîéòå ïîëèãîí ÷àñòîò è ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò ñòàòèñòè÷åñêîãî 
ðàñïðåäåëåíèÿ èç ïðèìåðà 1.

Íà ðèñóíêå à ïîñòðîåí ïîëèãîí ÷àñòîò, à íà ðèñóíêå á — ïîëèãîí îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò. 
Â ñëó÷àå èíòåðâàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ öåëåñîîáðàçíî ñòðîèòü ãèñòîãðàììó, äëÿ ÷åãî èíòåð-
âàë, â êîòîðîì íàõîäÿòñÿ âñå çíà÷åíèÿ íàáëþäàåìîãî ïðèçíàêà, ðàçáèâàþò íà íåñêîëüêî 
èíòåðâàëîâ äëèíîé h è íàõîäÿò äëÿ êàæäîãî èíòåðâàëà n1 — ñóììó ÷àñòîò âàðèàíò, êîòîðûå 
ïîïàëè â i-é èíòåðâàë.

n

x
0

3

7

10

2 6 12

n

x
0

3

7

1

2 6 12

à á

Óðîæàéíîñòü, ö/ãà 21–23 23–25 25–27 27–29 29–31 31–33 33–35 Âñåãî

Ïëîùàäü, ãà 100 150 250 300 150 250 150 1200
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Ãèñòîãðàììîé ÷àñòîò íàçûâàþò ñòóïåí÷àòóþ ôèãó-
ðó, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ïðÿìîóãîëüíèêîâ, îñíîâàíèÿìè 
êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ èíòåðâàëû äëèíîé h, à âûñîòà ðàâ-

íà îòíîøåíèþ 
n

h
i .  Ïëîùàäü i-ãî ïðÿìîóãîëüíèêà ðàâíà 

h n

h
ni

i
⋅

= .

Èòàê, ïëîùàäü ãèñòîãðàììû ðàâíà ñóììå âñåõ ÷àñòîò, 
òî åñòü îáú¸ìó âûáîðêè.

Ïîñòðîèì ãèñòîãðàììó ïî äàííûì òàáëèöû.

Мода и медиана. Средние значения
Âûáîðêà õàðàêòåðèçóåòñÿ öåíòðàëüíûìè òåíäåíöèÿìè: ñðåäíèì çíà÷åíèåì, ìîäîé è ìå-

äèàíîé. Äàäèì îïðåäåëåíèå êàæäîé èç íèõ. Ñðåäíèì çíà÷åíèåì âûáîðêè íàçûâàåòñÿ ñðåä-
íåå àðèôìåòè÷åñêîå âñåõ å¸ çíà÷åíèé:

x
x x x

n
n=

+ + +1 2 ...
,  èëè x

n
xi

i

n
= ∑

=

1

1
.

Ìîäà âûáîðêè — ýòî òî å¸ çíà÷åíèå, êîòîðîå âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî. Îáîçíà÷àåòñÿ Ìî. 
Ìåäèàíà âûáîðêè — ýòî ÷èñëî, êîòîðîå «ðàçäåëÿåò ïîïîëàì» óïîðÿäî÷åííóþ ñîâîêóïíîñòü 
âñåõ çíà÷åíèé âûáîðêè, òî åñòü ñðåäíÿÿ âåëè÷èíà ïåðåìåííîãî ïðèçíàêà, êîòîðûé ñîäåð-
æèòñÿ â ñåðåäèíå ðÿäà, ðàñïîëîæåííîãî â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èëè óáûâàíèÿ ïðèçíàêà. 
Îáîçíà÷àþò Ìâ.

Ïðèìåð. Ïóñòü äàíà âûáîðêà: 2, 3, 4, 4, 6, 6, 6, 7, 7, 8. Íàéä¸ì öåíòðàëüíûå òåíäåíöèè 
âûáîðêè.

Ðåøåíèå. Ìîäà äàííîé âûáîðêè Ìî � 6, òàê êàê ÷èñëî 6 âñòðå÷àåòñÿ ÷àùå âñåãî.
Ñðåäíåå çíà÷åíèå âûáîðêè:

x =
+ + + + + + + + +

= =
2 3 4 4 6 6 6 7 7 8

10

53

10
5 3, .

Ìåäèàíà äàííîé âûáîðêè Ìâ � 6, ïîòîìó ÷òî âûáîðêà èìååò ÷¸òíîå ÷èñëî çíà÷åíèé è å¸ 
ìåäèàíà ðàâíà ïîëóñóììå äâóõ å¸ ñðåäíèõ çíà÷åíèé:

Ìâ � 
6 6

2
6

+
= .

Ответы на тестовые задания к неделе 35
1 — 140. 2 — 135. 3 — 130,4. 4 — 50. 5 — 4. 6 — 4.

x
0

21 25 29 33 óðîæàéíîñòü,
ö/ãà
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НЕДЕЛЯ 36 Элементы содержания, проверяемые на ЕГЭ:
6.3. Элементы теории вероятностей

6.3.1. Вероятности событий
6.3.2. Примеры использования вероятностей и статистики при 

решении прикладных задач

ВЕРОЯТНОСТЬ СОБЫТИЙ:  
ВЫЧИСЛЕНИЕ ВЕРОЯТНОСТИ СОБЫТИЙ НА ОСНОВЕ 

ПОДСЧЁТА ЧИСЛА ИСХОДОВ

Основные понятия теории вероятностей
Ïåðâè÷íûì ïîíÿòèåì òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå ñîáûòèÿ.
Ñîáûòèå — ýòî ÿâëåíèå, î êîòîðîì ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îíî ïðîèñõîäèò èëè íå ïðîèñ-

õîäèò ïðè îïðåäåë¸ííûõ óñëîâèÿõ. Ñîáûòèÿ îáîçíà÷àþòñÿ áîëüøèìè áóêâàìè ëàòèíñêîãî 
àëôàâèòà: A, B, C… Ëþáîå ñîáûòèå ïðîèñõîäèò âñëåäñòâèå èñïûòàíèÿ (ýêñïåðèìåíòà, èññëå-
äîâàíèÿ).

Èñïûòàíèå — ýòî óñëîâèÿ, â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ ïðîèñõîäèò (èëè íå ïðîèñõîäèò) ñîáûòèå.
Íàïðèìåð, èñïûòàíèå — ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû, ñîáûòèÿ: A — «ïîÿâëåíèå ãåðáà», B — 

«ïîÿâëåíèå ÷èñëà»; èñïûòàíèå — ïîäáðàñûâàíèå êóáèêà, ñîáûòèÿ: A — «ïîÿâëåíèå 1 î÷-
êà», B — «ïîÿâëåíèå 2 î÷êîâ», C — «ïîÿâëåíèå 3 î÷êîâ», D — «ïîÿâëåíèå 4 î÷êîâ», E — 
«ïîÿâëåíèå 5 î÷êîâ», G — «ïîÿâëåíèå 6 î÷êîâ».

Ñëó÷àéíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå ìîæåò ïðîèçîéòè èëè íå ïðîèçîéòè âî âðåìÿ 
ïðîâåäåíèÿ îïðåäåë¸ííîãî èñïûòàíèÿ.

Íàïðèìåð: âî âðåìÿ âûòÿãèâàíèÿ íàóãàä îäíîé êàðòû èç êîëîäû âû âçÿëè êîðîëÿ. Ñî-
áûòèå A — «âçÿò êîðîëü» — ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíûì.

Ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ ìîãóò áûòü ìàññîâûìè è åäèíè÷íûìè.
Ìàññîâûìè íàçûâàþò îäíîðîäíûå ñîáûòèÿ, íàáëþäàþùèåñÿ ïðè îïðåäåë¸ííûõ óñëîâè-

ÿõ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîâòîðåíû (ìîæíî íàáëþäàòü) íåîãðàíè÷åííîå êîëè÷åñòâî ðàç.
Íàïðèìåð, ïîïàäàíèå èëè ïðîìàõ â ñåðèè âûñòðåëîâ; ïîÿâëåíèå áðàêîâàííûõ äåòàëåé 

ïðè ñåðèéíîì âûïóñêå; ðàäèîàêòèâíûé ðàñïàä àòîìîâ âåùåñòâà è äð.
Ïðèìåðîì åäèíè÷íîãî ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ÿâëÿåòñÿ ïàäåíèå Òóíãóññêîãî ìåòåîðèòà.
Òåîðèÿ âåðîÿòíîñòåé èçó÷àåò òîëüêî ìàññîâûå ñëó÷àéíûå ñîáûòèÿ.
Äîñòîâåðíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåäñòâèå äàííîãî èñïûòàíèÿ îáÿçàòåëüíî 

ïðîèçîéä¸ò.
Íàïðèìåð, ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå íà îäíîé èç ãðàíåé èãðàëüíîãî êóáèêà íàòóðàëüíîãî 

÷èñëà ìåíüøå 7» — ÿâëÿåòñÿ äîñòîâåðíûì.
Íåâîçìîæíûì íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå, êîòîðîå âñëåäñòâèå äàííîãî èñïûòàíèÿ íå ìîæåò 

ïðîèçîéòè.
Íàïðèìåð, ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå íà îäíîé èç ãðàíåé èãðàëüíîãî êóáèêà ÷èñëà 7».
Ïîëíîé ãðóïïîé ñîáûòèé íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñîáûòèé, òàêèõ, ÷òî â ðåçóëüòàòå êàæ-

äîãî èñïûòàíèÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíî ïðîèçîéòè õîòÿ áû îäíî èç íèõ.
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Íàïðèìåð: â èñïûòàíèè — áðîñîê èãðàëüíîãî êóáè-
êà — ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé ñîñòàâëÿþò ñîáûòèÿ:

A1 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 1»;
A2 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 2»;
A3 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 3»;
A4 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 4»;
A5 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 5»;
A6 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 6»…
èëè ñîáûòèÿ:
B1 — «ïîÿâëåíèå ÷¸òíîãî ÷èñëà»;
B2 — «ïîÿâëåíèå íå÷¸òíîãî ÷èñëà».
Ïîïàðíî íåñîâìåñòèìûå ñîáûòèÿ — ýòî ñîáûòèÿ, 

äâà èç êîòîðûõ íå ìîãóò ïðîèçîéòè îäíîâðåìåííî.
Íàïðèìåð, ïîïàäàíèå è ïðîìàõ ïðè îäíîì âûñòðå-

ëå — ýòî äâà íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèÿ; ïîÿâëåíèå öèôð 1, 
2, 3, 4, 5, 6 ïðè îäíîì áðîñêå èãðàëüíîãî êóáèêà — ýòî 
øåñòü íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé.

Ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ — ýòî òàêèå ñîáûòèÿ, êà-
æäîå èç êîòîðûõ íå èìååò íèêàêèõ ïðåèìóùåñòâ â ïîÿâ-
ëåíèè ÷àùå, ÷åì äðóãîå, âî âðåìÿ ìíîãîðàçîâûõ èñïû-
òàíèé, êîòîðûå ïðîâîäÿòñÿ ïðè îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ.

Íàïðèìåð, ïîÿâëåíèå ÷èñåë 1, 2, 3, 4, 5, 6 ïðè áðî-
ñêå èãðàëüíîãî êóáèêà — ðàâíîâîçìîæíûå ñîáûòèÿ.

Åñëè ñîáûòèÿ:
1) îáðàçóþò ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé;
2) ÿâëÿþòñÿ íåñîâìåñòèìûìè;
3) ÿâëÿþòñÿ ðàâíîâîçìîæíûìè,
òî òàêèå ñîáûòèÿ îáðàçóþò ïðîñòðàíñòâî ýëåìåí-

òàðíûõ ñîáûòèé.

Классическое определение вероятности
Ðàññìîòðèì èñïûòàíèå — áðîñîê èãðàëüíîãî êóáè-

êà; ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò èç ñî-
áûòèé:

A1 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 1»;
A2 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 2»;
A3 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 3»;
A4 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 4»;
A5 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 5»;
A6 — «ïîÿâëåíèå ÷èñëà 6».
Ðàññìîòðèì ñîáûòèå A — «âûïàëî ÷¸òíîå ÷èñëî». Ñî-

áûòèþ A ñîîòâåòñòâóþò ýëåìåíòàðíûå ñîáûòèÿ: 

A2, A4, A6.

Îòíîøåíèå ÷èñëà ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñî-
áûòèþ A, ê îáùåìó êîëè÷åñòâó ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà 
ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, íàçûâàåòñÿ âåðîÿòíîñòüþ ñëó-
÷àéíîãî ñîáûòèÿ A è îáîçíà÷àåòñÿ P(A).

1. В лотерее 30 выигрышных билетов 
и 270 билетов без выигрыша. Какова 
вероятность, что первый приобре-
тенный билет будет выигрышным?

2. В коробке лежат разноцветные 
шары: 40 красных, 20 белых, осталь-
ные — чёрные. Сколько чёрных 
шаров в коробке, если вероятность 
выбора случайным образом чёрно-

го шара P(ч.) =
1
3

?

3. Два охотника стреляют одновре-
менно и независимо друг от друга 
по мишени. Вероятность попадания 
в мишень одного — 0,7, другого — 
0,9. Найдите вероятность того, что 
хотя бы один стрелок попал в цель.

4. Из натуральных чисел от 1 до 20 
ученик наугад называет одно. Како-
ва вероятность того, что это число 
является делителем числа 20?
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Â ïðèâåä¸ííîì ïðèìåðå P A( ) .� �
3

6

1

2
 Èòàê, 

P A
m
n

( ) ,�  

ãäå A — ñîáûòèå; P(A) — âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ; n — îá-
ùåå êîëè÷åñòâî ñîáûòèé ïðîñòðàíñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñî-
áûòèé; m — ÷èñëî ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñî-
áûòèþ A.

Ýòî êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè áûëî ââå-
äåíî îñíîâàòåëÿìè òåîðèè âåðîÿòíîñòåé Á. Ïàñêàëåì 
è Ï. Ôåðìà. Âåðîÿòíîñòü äîñòîâåðíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 1. 
Âåðîÿòíîñòü íåâîçìîæíîãî ñîáûòèÿ ðàâíà 0.

Ïðèìåð.  Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè áðîñêå 
äâóõ ìîíåò âûïàäåò äâà ãåðáà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «âûïàëî äâà ãåðáà».
Ïðîñòðàíñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé ñîñòîèò èç ÷å-

òûð¸õ ñîáûòèé: A1 — «âûïàëî äâà ãåðáà»; A2 — «âûïàëè 
ãåðá è ÷èñëî»; A3 — «âûïàëè ÷èñëî è ãåðá»; A4 — «âû-
ïàëè äâà ÷èñëà».

Ñîáûòèþ A ñïîñîáñòâóåò òîëüêî ñîáûòèå A1.

Èòàê, m � 1, n � 4, è òîãäà P A
m
n

( ) .� �
1

4

Îòâåò: 
1

4
.

Использование формул 
комбинаторики  для  вычисления 

вероятности событий
Íåïîñðåäñòâåííûé ïîäñ÷¸ò âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé 

çíà÷èòåëüíî óïðîùàåòñÿ, åñëè èñïîëüçîâàòü ôîðìóëû 
êîìáèíàòîðèêè. Ïðàâèëüíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è çàâèñèò 
îò óìåíèÿ îïðåäåëèòü âèä ñîåäèíåíèÿ, îáðàçóåìîãî ñîâî-
êóïíîñòüþ ñîáûòèé, î êîòîðûõ èä¸ò ðå÷ü â óñëîâèè çàäà-
÷è. Âñïîìíèì àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ âèäà ñîåäèíåíèé. 
Ðàññìîòðèì ïðèìåðû ðåøåíèÿ çàäà÷.

Ïðèìåð 1. Â óðíå ëåæàò 20 øàðèêîâ, èç êîòîðûõ 
12 áåëûõ, îñòàëüíûå — ÷¸ðíûå. Èç óðíû íàóãàä âûíèìà-
þò äâà øàðèêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíè áåëûå?

Ðåøåíèå. Îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé 
èñïûòàíèÿ (âûíóòû äâà øàðèêà) ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, 
êàêèìè ìîæíî âûíóòü 2 øàðèêà èç 20, òî åñòü ÷èñëó ñî-

÷åòàíèé èç 20 ýëåìåíòîâ ïî 2 ( ).n C� 20
2  Ïîäñ÷èòàåì êî-

ëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò 
ñîáûòèþ «âûíóòû äâà áåëûõ øàðèêà». Ýòî êîëè÷åñòâî 
ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûíóòü 2 øàðè-
êà èç 12 áåëûõ, òî åñòü ÷èñëó ñî÷åòàíèé èç 12 ýëåìåíòîâ 

ïî 2 ( ).m C� 12
2

5. В мастерской три станка. За рабочую 
смену из строя выходит не более 
одного. Первый выходит из строя 
с вероятностью 0,15, второй — с ве-
роятностью 0,05, а третий — с веро-
ятностью 0,1. Найдите вероятность 
того, что за смену ни один станок не 
выйдет из строя.

6. Среди однотипных деталей, выпу-
скаемых в цеху, 1 % бракованных. 
Среди качественных деталей — 
40 % деталей высшего сорта. Какова 
вероятность того, что наугад взятая 
деталь будет высшего сорта?

7. Прибор выходит из строя, если вы-
ходит из строя хотя бы один из трёх 
его элементов, которые ломаются 
с вероятностями 0,1; 0,2 и 0,3 неза-
висимо друг от друга на протяжении 
некоторого времени. Найдите веро-
ятность того, что на протяжении это-
го времени прибор будет работать.
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Èòàê, åñëè ñîáûòèå A — «âûíóòû äâà áåëûõ øàðèêà», òî

P A
m
n

C

C
( ) .= = = ⋅

⋅
⋅ ⋅

⋅
=12

2

20
2

12 11

1 2

1 2

20 19

33

95

Îòâåò: 
33

95
.

Ïðèìåð 2. Â óðíå ëåæàò 20 øàðèêîâ, èç êîòîðûõ 12 áåëûõ, îñòàëüíûå — ÷¸ðíûå. Èç 
óðíû íàóãàä âûíèìàþò òðè øàðèêà. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè âûáðàííûõ äâà 
øàðèêà áåëûå?

Ðåøåíèå. Îáùåå êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èñïûòàíèÿ (âûíóòû òðè øàðèêà) 

ðàâíî n C� 20
2 .

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ «ñðåäè 
òð¸õ âûáðàííûõ øàðèêîâ äâà áåëûõ». Äâà áåëûõ øàðèêà èç 12 áåëûõ øàðèêîâ ìîæíî âû-

áðàòü C12
2  ñïîñîáàìè, à îäèí ÷¸ðíûé øàðèê ìîæíî âûáðàòü 8 ñïîñîáàìè, òîãäà ñîáûòèþ «ñðå-

äè òð¸õ âûáðàííûõ øàðèêîâ äâà áåëûõ» ñïîñîáñòâóþò m C= ⋅12
2 8  ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé.

Èòàê, åñëè ñîáûòèå A — «ñðåäè òð¸õ âûáðàííûõ øàðèêîâ äâà áåëûõ», òî 

P A
m
n

C

C
( ) .= =

⋅
= ⋅ ⋅

⋅
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=12

2

20
3

8 12 11 8

1 2

1 2 3

20 19 18

44

95

Îòâåò: 
44

95
.

Ïðèìåð 3. Â óðíå ëåæàò 15 êðàñíûõ, 9 ñèíèõ è 6 çåë¸íûõ øàðèêîâ, îäèíàêîâûõ íà 
îùóïü. Íàóãàä âûíèìàþò 6 øàðèêîâ. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âûíóòû 1 çåë¸íûé, 2 
ñèíèõ è 3 êðàñíûõ øàðèêà?

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å èñïûòàíèå ñîñòîèò â òîì, ÷òî èç óðíû âûíèìàþò 6 øàðèêîâ. Âû-

íóòü øåñòü øàðèêîâ èç 15 + 9 + 6 � 30 øàðèêîâ ìîæíî n C� 20
6  ñïîñîáàìè. Íàñ èíòåðåñóåò 

âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ A — «âûíóòû 1 çåë¸íûé, 2 ñèíèõ è 3 êðàñíûõ øàðèêà». Îäèí çåë¸íûé 

øàðèê ìîæíî âûíóòü C6
1  ñïîñîáàìè, 2 ñèíèõ øàðèêà ìîæíî âûíóòü C9

2  ñïîñîáàìè, 3 êðàñ-

íûõ øàðèêà ìîæíî âûíóòü C15
3  ñïîñîáàìè. Èòàê, ñîáûòèþ A ñïîñîáñòâóþò m C C C= ⋅ ⋅15

3
9
2

6
1  

ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé. Òîãäà P A
C C C

C
( ) =

⋅ ⋅
= ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
15
3

9
2

6
1

30
6

15 14 13 9 8 6 1 2 3 4 5 6

1 2 3 1 2 330 29 28 27 26 25

24

145⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
= .

Îòâåò: 
24

145
.

Операции над событиями
Âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü ñîáûòèé, ñòðîÿ êàæäûé ðàç ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé 

è ïîäñ÷èòûâàÿ ÷èñëî ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ýòîìó ñîáûòèþ, èíîãäà òðóäíî. Ïîýòî-
ìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåðîÿòíîñòåé ïîëüçóþòñÿ ïðàâèëàìè, êîòîðûå ïîçâîëÿþò ïî èçâåñòíûì 
âåðîÿòíîñòÿì îäíèõ ñîáûòèé âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòè äðóãèõ ñîáûòèé, êîòîðûå îáðàçóþòñÿ 
èç íèõ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðûõ îïåðàöèé.

Ñóììîé ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C, ñîñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè âî âðåìÿ 
åäèíè÷íîãî èñïûòàíèÿ èëè ñîáûòèÿ A, èëè ñîáûòèÿ B, èëè äâóõ ñîáûòèé îäíîâðåìåííî. 

Ñóììó äâóõ ñîáûòèé îáîçíà÷àþò òàê: C � A + B èëè C A B� � .

À B À B

  à                               á
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Ãðàôè÷åñêè ñóììó ñîáûòèé ìîæíî èçîáðàçèòü êàê îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ. Ñóììó ñî-
áûòèé A è B, êàê è ñóììó ìíîæåñòâ, íàçûâàþò îáúåäèíåíèåì. Íà ðèñóíêå à èçîáðàæåíî 
îáúåäèíåíèå (ñóììà) ñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé A è B, íà ðèñóíêå á èçîáðàæåíà ñóììà äâóõ íå-
ñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé A è B, êîòîðàÿ ñîñòîèò â âûïîëíåíèè èëè ñîáûòèÿ A, èëè ñîáûòèÿ B 
(îäíîâðåìåííîå ïîÿâëåíèå ñîáûòèé A è B èñêëþ÷åíî).

Ïðèìåð 1. Åñëè ñîáûòèå A — «ïîïàäàíèå â öåëü ñ ïåðâîãî âûñòðåëà», ñîáûòèå B — «ïî-
ïàäàíèå â öåëü ñî âòîðîãî âûñòðåëà», òî ñîáûòèå C � A + B — «ïîïàäàíèå â öåëü».

Ñîáûòèå A  íàçûâàåòñÿ ïðîòèâîïîëîæíûì ñîáûòèþ A, åñëè îíî ïðîèñõîäèò òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà ñîáûòèå A íå ïðîèñõîäèò. (×èòàåòñÿ: «íå A»).

Ïðèìåð 2. Åñëè ñîáûòèå A — «ïîïàäàíèå â öåëü ïðè âûñòðåëå», òî ñîáûòèå A  — «ïðî-
ìàõ ïðè âûñòðåëå».

Ïðèìåð 3. Åñëè ñîáûòèå A — «âçÿòà ñòàíäàðòíàÿ äåòàëü» ïðè èñïû-
òàíèè — íàóãàä âçÿòà äåòàëü èç ÿùèêà, òî A  — «âçÿòà íåñòàíäàðòíàÿ 
äåòàëü».

Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà:

A + U � U; A + A � A; A A U+ = ;  A + % � A.

Ïðîèçâåäåíèåì ñîáûòèé A è B íàçûâàåòñÿ ñîáûòèå C, ñîñòîÿùåå â îñóùåñòâëåíèè äâóõ 
ñîáûòèé A è B âî âðåìÿ åäèíè÷íîãî èñïûòàíèÿ. 

Ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé A è B îáîçíà÷àþò òàê: C � A � B èëè C � AB, èëè 
C A B� � .

Ãðàôè÷åñêè ïðîèçâåäåíèå äâóõ ñîáûòèé, êàê è äâóõ ìíîæåñòâ, èçîáðàæàåòñÿ 
òàê, êàê íà ðèñóíêå.

Äëÿ ëþáîãî ñîáûòèÿ A è ïîëíîé ãðóïïû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé U èìåþò ìå-
ñòî ðàâåíñòâà:

A � A � A; A � % � %; A A⋅ = ∅;  A � U � A.

Ïðèìåð. Åñëè ñîáûòèå A — «ïåðâûé ñòðåëîê ïîïàë â öåëü», ñîáûòèå B — «âòîðîé ñòðå-
ëîê ïîïàë â öåëü», òîãäà ñîáûòèå C � A � B — «â öåëü ïîïàëè îáà ñòðåëêà».

Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ðàçëè÷àþò ïðîñòûå è ñëîæíûå ñîáûòèÿ. Íàïðèìåð, âî âðåìÿ áðî-
ñêà äâóõ ìîíåò ñîáûòèå A — «íà ïåðâîé ìîíåòå âûïàë ãåðá» — ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì.

Ñîáûòèå íàçûâàåòñÿ ñëîæíûì, åñëè ïîÿâëåíèå åãî çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ äðóãèõ, ïðî-
ñòûõ ñîáûòèé. Íàïðèìåð, âî âðåìÿ áðîñêà äâóõ ìîíåò ñîáûòèå A — «âûïàë õîòÿ áû îäèí 
ãåðá» — ñëîæíîå, ïîòîìó ÷òî îíî ñîñòîèò èç òàêèõ ñîáûòèé:

A1 — «âûïàë ãåðá òîëüêî íà ïåðâîé ìîíåòå»;
A2 — «âûïàë ãåðá òîëüêî íà âòîðîé ìîíåòå»;
A3 — «âûïàë ãåðá íà äâóõ ìîíåòàõ»;
òî åñòü

A A A A A A= + +1 2 1 2 2.

Вероятность сложных событий

Вероятность суммы несовместимых событий
Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü ñóììû äâóõ íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé A è B ðàâíà ñóììå âåðîÿò-

íîñòåé ýòèõ ñîáûòèé.
Åñëè A C� = ∅,  òî P(A + B) � P(A) + P(B).

À

U
À

À B
C
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Ïðèìåð 1. Â óðíå ëåæàò 2 ÷¸ðíûõ, 3 êðàñíûõ, 9 çåë¸íûõ, 6 ñèíèõ øàðèêîâ. Èç íå¸ 
íàóãàä âûíèìàþò îäèí øàðèê. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îí íå ÷¸ðíûé?

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå íå ÷¸ðíîãî øàðèêà», A1 — «ïîÿâëåíèå ÷¸ðíîãî 
øàðèêà», A2 — «ïîÿâëåíèå êðàñíîãî øàðèêà», A3 — «ïîÿâëåíèå çåë¸íîãî øàðèêà», A4 — 

«ïîÿâëåíèå ñèíåãî øàðèêà». Òîãäà A � A2 + A3 + A4, ïðè÷¸ì A2, A3, A4 — íåñîâìåñòèìûå, 

P A( ) ,2
3

20
�  P A( ) ,3

9

20
�  P A( ) .4

6

20
�  Ïî òåîðåìå î âåðîÿòíîñòè ñóììû íåñîâìåñòèìûõ ñî-

áûòèé ïîëó÷àåì:

P A P A P A P A( ) ( ) ( ) ( ) .= + + = + + = =2 3 4
3

20

9

20

6

20

18

20

9

10

Îòâåò: 
9

10
.

Èç òåîðåìû î âåðîÿòíîñòè ñóììû íåñîâìåñòíûõ ñîáûòèé âûòåêàþò äâà ñëåäñòâèÿ.
Ñëåäñòâèå 1. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé ñîáûòèé A1, A2, …, An, êîòîðûå îáðàçóþò ïîëíóþ 

ãðóïïó è ïîïàðíî íåñîâìåñòèìû, ðàâíà åäèíèöå.

P(A1) + PA(2) + … + P(An) � 1.

Ñëåäñòâèå 2. Ñóììà âåðîÿòíîñòåé ïðîòèâîïîëîæíûõ ñîáûòèé ðàâíà 1.

P A P A( ) ( ) .+ = 1

Ïðèìåð 2. Â êîðîáêå åñòü 20 äåòàëåé, èç êîòîðûõ 15 ñòàíäàðòíûõ. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî ñðåäè 3 âûáðàííûõ íàóãàä äåòàëåé åñòü õîòÿ áû îäíà ñòàíäàðòíàÿ.

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «ñðåäè âûáðàííûõ äåòàëåé åñòü õîòÿ áû îäíà ñòàíäàðòíàÿ», 
ñîáûòèå A  — «âñå âûáðàííûå äåòàëè íåñòàíäàðòíûå». Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 èìååì: 
P A P A( ) ( ) ,+ = 1  îòñþäà P A P A( ) ( ).= −1

Íàéä¸ì P A( ).  Îáùåå ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü 3 äåòàëè èç 20 äåòàëåé, 

ðàâíî n C� 20
3 .  ×èñëî íåñòàíäàðòíûõ äåòàëåé 20 – 15 � 5, èç ýòîãî ÷èñëà äåòàëåé ìîæíî 

m C� 5
3  ñïîñîáàìè âûáðàòü 3 íåñòàíäàðòíûå äåòàëè.

Èòàê, P A
m
n

C

C
( ) .= = = ⋅ ⋅

⋅ ⋅
⋅ ⋅ ⋅

⋅ ⋅
=5

3

20
3

5 4 3

1 2 3

1 2 3

20 19 18

1

114

Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü P A P A( ) ( ) .= − = − =1 1
1

114

113

114

Îòâåò: 
113

114
.

Независимые события
Äâà ñîáûòèÿ íàçûâàþòñÿ íåçàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãî èç íèõ íå 

çàâèñèò îò òîãî, ïðîèçîøëî âòîðîå ñîáûòèå èëè íåò.
Ïðèìåð 1. Ìîíåòà áðîñàåòñÿ äâàæäû. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ãåðáà â ïåðâîì èñïûòà-

íèè íå çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ èëè íåïîÿâëåíèÿ ãåðáà âî âòîðîì èñïûòàíèè. Â ñâîþ î÷åðåäü, 
âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ ãåðáà âî âòîðîì èñïûòàíèè íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ ïåðâîãî èñïû-
òàíèÿ. Èòàê, ñîáûòèå A — «ïîÿâëåíèå ãåðáà â ïåðâîì èñïûòàíèè» — è ñîáûòèå B — «ïîÿâ-
ëåíèå ãåðáà âî âòîðîì èñïûòàíèè» — íåçàâèñèìû.
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Ïðèìåð 2. Â óðíå 5 áåëûõ è 4 ÷¸ðíûõ øàðèêà. Èç íå¸ íàóãàä áåðóò øàðèê. Âåðîÿòíîñòü 

ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðèêà (ñîáûòèå A) ðàâíà 
5

9
.  Âçÿòûé øàðèê âîçâðàùàþò â óðíó è ïðîäîë-

æàþò èñïûòàíèå. Âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ áåëîãî øàðèêà ïðè âòîðîì èñïûòàíèè (ñîáûòèå B) 

òàêæå ðàâíà 
5

9
.  Â ñâîþ î÷åðåäü, âåðîÿòíîñòü âûíóòü áåëûé øàðèê ïðè ïåðâîì èñïûòàíèè 

íå çàâèñèò îò âòîðîãî èñïûòàíèÿ. Èòàê, ñîáûòèÿ A è B — íåçàâèñèìû.

Вероятность произведения независимых событий
Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A è B ðàâíà ïðîèçâåäå-

íèþ âåðîÿòíîñòåé ýòèõ ñîáûòèé, òî åñòü

P(A � B) � P(A) � P(B).

Ïðèìåð 1. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü îäíîâðåìåííîãî âûïàäåíèÿ ãåðáà íà äâóõ ìîíåòàõ ïðè 
îäíîì áðîñêå äâóõ ìîíåò.

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «âûïàë ãåðá íà ïåðâîé ìîíåòå», P A( ) .�
1

2
 Ñîáûòèå B — «âûïàë 

ãåðá íà âòîðîé ìîíåòå», P B( ) .�
1

2
Òàê êàê ñîáûòèÿ A è B íåçàâèñèìû, òî P A B P A P B( ) ( ) ( ) .⋅ = ⋅ = ⋅ =

1

2

1

2

1

4

Îòâåò: 
1

4
.

Ïðèìåð 2. Äâà îõîòíèêà ñòðåëÿþò îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïî ìèøå-
íè. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â ìèøåíü ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,7 è 0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü 
òîãî, ÷òî îáà îõîòíèêà ïîïàäàþò â öåëü.

Ðåøåíèå.
Ñîáûòèå A — «ïåðâûé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(A) � 0,7.
Ñîáûòèå B — «âòîðîé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(B) � 0,8.
Ñîáûòèå C � A � B — «îáà îõîòíèêà ïîïàëè â öåëü», òîãäà
P(C) � P(A) � P(B) � 0,7 � 0,8 � 0,56.
Îòâåò: 0,56.

Ïðèìåð 3. Äâà îõîòíèêà ñòðåëÿþò â öåëü îäíîâðåìåííî è íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà. 
Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â öåëü ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû 0,7 è 0,8. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî:

à) òîëüêî îäèí èç îõîòíèêîâ ïîïàä¸ò â öåëü;
á) íè îäèí èç îõîòíèêîâ íå ïîïàä¸ò â öåëü;
â) õîòÿ áû îäèí îõîòíèê ïîïàä¸ò â öåëü.
Ðåøåíèå.
Ñîáûòèå A — «ïåðâûé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(A) � 0,7.
Ñîáûòèå B — «âòîðîé îõîòíèê ïîïàë â öåëü», P(B) � 0,8.
à) C A B A B= ⋅ + ⋅  — «òîëüêî îäèí èç îõîòíèêîâ ïîïàë â öåëü», òîãäà

P C P A B P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ = ⋅ + ⋅ = 0,7 � (1 – P(B)) + (1 – P(A)) � 0,8 � 

= 0,7 � (1 – 0,8) + (1 – 0,7) � 0,8 � 0,7 � 0,2 + 0,3 � 0,8 � 0,14 + 0,24 � 0,38.
á) D A B= ⋅  — «íè îäèí èç îõîòíèêîâ íå ïîïàë â öåëü», òîãäà
P D P A B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ( )) ( ( ))= ⋅ = ⋅ = − ⋅ − =1 1 (1 – 0,7) � (1 – 0,8) � 0,3 � 0,2 � 0,06.

â) F D�  — «õîòÿ áû îäèí èç îõîòíèêîâ ïîïàä¸ò â öåëü».
1-é ñïîñîá
P F P D P D( ) ( ) ( ) , , .= = − = − =1 1 0 06 0 94
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2-é ñïîñîá
F A B A B AB= ⋅ + ⋅ + ,  òîãäà
P F P A P B P A P B P A P B( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= ⋅ + ⋅ + ⋅ = 0,7 � (1 – 0,8) + (1 – 0,7) � 0,8 + 0,7 � 0,8 � 
= 0,7 � 0,2 + 0,3 � 0,8 + 0,56 � 0,14 + 0,24 + 0,56 � 0,94.
Îòâåò: à) 0,38; á) 0,06; â) 0,94.

Вероятность появления хотя бы одного из независимых событий
Âî âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èíîãäà ïðèõîäèòñÿ îïðåäåëÿòü âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû 

îäíîãî èç íåçàâèñèìûõ ñîáûòèé A1, A2, …, An, âåðîÿòíîñòè êîòîðûõ èçâåñòíû.
Òåîðåìà. Åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, A3, …, An — íåçàâèñèìû, òî âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ 

õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ ìîæåò áûòü âûðàæåíà ÷åðåç âåðîÿòíîñòü ýòèõ ñîáûòèé ïî ôîðìóëå:

P(A) � 1 – (1 – P(A1)) � (1 – P(A2)) � … � (1 – P(An)).

Ñëåäñòâèå. Åñëè ñîáûòèÿ A1, A2, A3, …, An èìåþò îäèíàêîâóþ âåðîÿòíîñòü ð, òî âåðîÿò-
íîñòü âûïîëíåíèÿ õîòÿ áû îäíîãî èç íèõ

P(A) � 1 – (1 – p)n.

Ðàññìîòðèì ïðèìåíåíèå ýòîé òåîðåìû ê ðåøåíèþ çàäà÷.

Ïðèìåð 1. Âåðîÿòíîñòè ïîïàäàíèÿ â öåëü ïðè ñòðåëüáå èç òð¸õ ïóøåê ñîîòâåòñòâåííî 
ðàâíû 0,8; 0,7 è 0,9. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü õîòÿ áû îäíîãî ïîïàäàíèÿ ïðè îäíîì çàëïå èç 
âñåõ ïóøåê.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü êàæäîé èç ïóøåê íå çàâèñèò îò ðåçóëüòàòîâ 
ñòðåëüáû èç äðóãèõ ïóøåê, ïîýòîìó ñîáûòèÿ A1 – «ïîïàäàíèå ïåðâîé ïóøêîé», A2 — «ïî-
ïàäàíèå âòîðîé ïóøêîé», A3 — «ïîïàäàíèå òðåòüåé ïóøêîé» íåçàâèñèìû. Åñëè A — «õîòÿ 
áû îäíî ïîïàäàíèå», òî

P A P A P A P A P A P A P A( ) ( ) ( ) ( ) ( ( ))( ( ))( ( ))= − ⋅ ⋅ = − − − − =1 1 1 1 11 2 3 1 2 2

� 1 – (1 – 0,8) � (1 – 0,7) � (1 – 0,9) � 1 – 0,2 � 0,3 � 0,1 � 0,994.
Îòâåò: 0,994.

Ïðèìåð 2. Â òèïîãðàôèè íàõîäÿòñÿ 4 òèïîãðàôñêèå ìàøèíû. Äëÿ êàæäîé ìàøèíû âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îíà ðàáîòàåò â äàííûé ìîìåíò, ðàâíà 0,9. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî 
â äàííûé ìîìåíò ðàáîòàåò õîòÿ áû îäíà ìàøèíà.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «ðàáîòàåò â äàííûé ìîìåíò õîòÿ áû îäíà ìàøèíà», òîãäà 
ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû:

P(A) � 1 – (1 – ð)n � 1 – (1 – 0,9)4 � 0,9999.
Îòâåò: 0,9999.

Ïðèìåð 3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îäíîì âûñòðåëå ñòðåëîê ïîïàä¸ò â öåëü, ðàâíà 0,4. 
Ñêîëüêî âûñòðåëîâ äîëæåí âûïîëíèòü ñòðåëîê, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíüøå 0,9 îí ïî-
ïàë â öåëü õîòÿ áû îäèí ðàç?

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «ïðè n âûñòðåëàõ ñòðåëîê ïîïàä¸ò â öåëü õîòÿ áû îäèí ðàç».
Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû èìååì:
P(A) � 1 – (1 – ð)n.
Òàê êàê P(A) � 0,9, ð � 4, òî ïîëó÷èì:
1 – (1 – 0,4)n � 0,9;
0,6n � 0,1;
n lg 0,6 � lg 0,1, òàê êàê lg 0,6 < 0,

òî n ≥ =
−

−
=

lg ,

lg , ,
, .

0 1

0 6

1

0 2218
4 5

Èòàê, n � 5, òî åñòü ñòðåëîê äîëæåí ñäåëàòü íå ìåíüøå 5 âûñòðåëîâ.
Îòâåò: íå ìåíüøå 5.
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Ïðèìåð 4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñîáûòèå ïðîèçîéä¸ò õîòÿ áû îäèí ðàç â òð¸õ íåçàâèñè-
ìûõ èñïûòàíèÿõ, ðàâíà 0,936. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ â îäíîì èñïûòà-
íèè, åñëè èçâåñòíî, ÷òî âî âñåõ èñïûòàíèÿõ âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ îäíà è òà æå.

Ðåøåíèå. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû:
P(A) � 1 – (1 – ð)n.
Ïî óñëîâèþ, P(A) � 0,936, n � 3, òîãäà
0,936 � 1 – (1 – ð)3; (1 – ð)3 � 0,064; 1 – ð � 0,4; ð � 1 – 0,4; ð � 0,6.
Îòâåò: 0,6.

Зависимые события
Äâà ñîáûòèÿ íàçûâàþò çàâèñèìûìè, åñëè âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ îäíîãî èç íèõ çàâèñèò 

îò ïîÿâëåíèÿ èëè íåïîÿâëåíèÿ âòîðîãî ñîáûòèÿ.

Ïðèìåð. Â ÿùèêå 100 äåòàëåé: 80 ñòàíäàðòíûõ è 20 íåñòàíäàðòíûõ. Íàóãàä áåðóò îäíó 
äåòàëü, íå âîçâðàùàÿ å¸. Åñëè ïîÿâèëàñü ñòàíäàðòíàÿ äåòàëü (ñîáûòèå A), òî âåðîÿòíîñòü ïî-

ÿâëåíèÿ ñòàíäàðòíîé äåòàëè ïðè âòîðîì èñïûòàíèè (ñîáûòèå B) P B( ) ;�
79

99
 åñëè æå â ïåð-

âîì èñïûòàíèè âûíóò íåñòàíäàðòíóþ äåòàëü, òî âåðîÿòíîñòü P B( ) .�
80

99
 Èòàê, âåðîÿòíîñòü 

ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ B çàâèñèò îò ïîÿâëåíèÿ èëè íåïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ A. Ñîáûòèÿ A è B — 
çàâèñèìûå.

Ïóñòü ñîáûòèÿ A è B — çàâèñèìûå, è ñîáûòèå A óæå ïðîèçîøëî.
×èñëî, êîòîðîå âûðàæàåò âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ B ïðè óñëîâèè ÷òî ñîáûòèå A óæå ïðîèçî-

øëî, íàçûâàåòñÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòüþ ñîáûòèÿ B îòíîñèòåëüíî ñîáûòèÿ A è îáîçíà÷àåòñÿ 
P(B\A) èëè PA(B).

Ïóñòü k — êîëè÷åñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A;
n  — êîëè÷åñòâî âñåõ ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé íåêîòîðîãî èñïûòàíèÿ;
m — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ B;
r  — êîëè÷åñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A � B (r � k 

è r � m).
Åñëè ñîáûòèå A ïðîèçîøëî, òî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðîèçîøëî îäíî èç ýëåìåíòàðíûõ ñîáû-

òèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A. Ïðè ýòîì ñîáûòèþ B ñïîñîáñòâóþò r è òîëüêî r ñîáû-
òèé, êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ñîáûòèþ A � B.

Ïîýòîìó P B
r
k

r
n
k
n

P A B
P AA ( )
( )

( )
,= = = ⋅
 îòñþäà P(A � B) � PA(B) � P(A).

Вероятность произведения зависимых событий
Òåîðåìà. Âåðîÿòíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ çàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ âåðîÿòíî-

ñòè îäíîãî èç íèõ íà óñëîâíóþ âåðîÿòíîñòü âòîðîãî ñîáûòèÿ, åñëè ïåðâîå óæå ïðîèçîøëî.
Ïðèìåð 1. Â óðíå 3 áåëûõ è 7 êðàñíûõ øàðèêîâ. Íàóãàä âûíèìàþò îäèí øàðèê, à ïîòîì 

âòîðîé. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî èç âûíóòûõ øàðèêîâ ïåðâûé áóäåò áåëûì, à âòîðîé — 
êðàñíûì.

Ðåøåíèå. Ñîáûòèå A — «ïåðâûì âçÿò áåëûé øàðèê», P A( ) .�
3

10

Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî âòîðîé èç øàðèêîâ áóäåò êðàñíûì (ñîáûòèå B), íàéäåíà ïðè óñëî-

âèè ÷òî ïåðâûé — áåëûé, òî åñòü óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà P BA ( ) .� 7

9
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Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïî òåîðåìå óìíîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé çàâèñèìûõ ñîáûòèé ðàâíà:

P A B P A P BA( ) ( ) ( ) .⋅ = ⋅ = ⋅ =3

10

7

9

7

30

Îòâåò: 
7

30
.

Независимые испытания. Схема Бернулли
Âçàèìíî íåçàâèñèìûìè íàçûâàþòñÿ òàêèå èñïûòàíèÿ, â êîòîðûõ âåðîÿòíîñòü ðåçóëüòà-

òà êàæäîãî èç íèõ íå çàâèñèò îò òîãî, êàêèå ðåçóëüòàòû èìåþò èëè áóäóò èìåòü îñòàëüíûå 
èñïûòàíèÿ.

Ìíîãèå çàäà÷è â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé ïðèâîäÿòñÿ ê ñëåäóþùåé ñõåìå, êîòîðàÿ íàçûâàåò-
ñÿ ñõåìîé Áåðíóëëè: ïðîèñõîäèò n íåçàâèñèìûõ èñïûòàíèé, â êàæäîì èç êîòîðûõ ñîáûòèå 
A ìîæåò ñëó÷èòüñÿ èëè íå ñëó÷èòüñÿ. Âåðîÿòíîñòü âûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A â êàæäîì èñïû-
òàíèè îäèíàêîâà è ðàâíà ð, à âåðîÿòíîñòü íåâûïîëíåíèÿ ñîáûòèÿ A q � 1 – p. Íåîáõîäèìî 
íàéòè âåðîÿòíîñòü Pm, n òîãî, ÷òî ñîáûòèå A ñëó÷èòñÿ m ðàç â ýòèõ n èñïûòàíèÿõ.

Èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè:

P C p qm n n
m m n m

, .= ⋅ −

Выведение формулы Бернулли
Âåðîÿòíîñòü îäíîãî ñëîæíîãî ñîáûòèÿ, ñîñòîÿùåãî â òîì, ÷òî â n èñïûòàíèÿõ ñîáûòèå A 

ñëó÷èòñÿ m ðàç è íå ñëó÷èòñÿ n – m ðàç, ïî òåîðåìå î ïðîèçâåäåíèè âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñè-
ìûõ ñîáûòèé ðàâíà pmqn–m.

Òàêèõ ñëîæíûõ ñîáûòèé ìîæåò áûòü ñòîëüêî, ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü êîìáèíàöèé èç 

n ýëåìåíòîâ ïî m ýëåìåíòîâ, òî åñòü Cn
m.

Òàê êàê ýòè ñëîæíûå ñîáûòèÿ íåñîâìåñòèìû, òî ïî òåîðåìå ñëîæåíèÿ âåðîÿòíîñòåé 
íåñîâìåñòèìûõ ñîáûòèé èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ðàâíà ñóììå âåðîÿòíîñòåé âñåõ âîçìîæíûõ 
ñëîæíûõ ñîáûòèé. Òàê êàê âåðîÿòíîñòü âñåõ ñëîæíûõ ñîáûòèé îäèíàêîâà, òî èñêîìàÿ âå-
ðîÿòíîñòü (ñëó÷èòñÿ m ðàç ñîáûòèå A â n èñïûòàíèÿõ) ðàâíà âåðîÿòíîñòè îäíîãî ñëîæíîãî 

ñîáûòèÿ pmqn–m, óìíîæåííîé íà èõ ÷èñëî Cn
m,  òî åñòü

P C p qm n n
m m n m

, = ⋅ −  

èëè 

P
n

m n m
p qm n

m n m
,

!

!( ) !
.=

−
−

Ïðèìåð 1. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ðàñõîä ýëåêòðîýíåðãèè íà ïðîòÿæåíèè ñóòîê íå ïðåâû-
øàåò óñòàíîâëåííîé íîðìû, ðàâíà 0,75. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî â áëèæàéøèå 6 ñóòîê 
ðàñõîä ýëåêòðîýíåðãèè íà ïðîòÿæåíèè 4 ñóòîê íå ïðåâûñèò íîðìû.

Ðåøåíèå. Âåðîÿòíîñòü íîðìàëüíîãî ðàñõîäà ýëåêòðîýíåðãèè íà ïðîòÿæåíèè êàæäûõ 6 ñó-
òîê ïîñòîÿííà è ðàâíà ð � 0,75. Èòàê, âåðîÿòíîñòè ïåðåðàñõîäà ýëåêòðîýíåðãèè â êàæäûå 
ñóòêè òàêæå ïîñòîÿííû è ðàâíû

q � 1 – p � 1 – 0,75 � 0,25.
Èñêîìàÿ âåðîÿòíîñòü ïî ôîðìóëå Áåðíóëëè ðàâíà

P C p q C p q4 5 6
5 4 2

6
2 4 2 4 26 5

1 2
0 75 0 25 0 30, ( , ) ( , ) , .= = = ⋅

⋅
⋅ ⋅ =

Îòâåò: 0,30.
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Ïðèìåð 2. Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè äåñÿòè áðîñêàõ èãðàëüíîãî êóáèêà 3 î÷êà 
âûïàäåò 2 ðàçà?

Ðåøåíèå. Â ýòîé çàäà÷å n � 10, m � 2, p �
1

6
,  q p= − = − =1 1

1

6

5

6
,  è òîãäà

P C2 10 10
2

2 3 8

10

1

6

5

6

10 9

1 2

5

6
0 29, , .= ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟
⋅ ⎛
⎝⎜
⎞
⎠⎟
= ⋅

⋅
⋅ ≈

Îòâåò: ��0,29.

Статистическое определение вероятности
Âåðîÿòíîñòü ñëó÷àéíîãî ñîáûòèÿ ìû îïðåäåëèëè êàê îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ñîáûòèé, 

êîòîðûå ñïîñîáñòâóþò ýòîìó ñîáûòèþ, ê êîëè÷åñòâó âñåõ ðàâíîâîçìîæíûõ íåñîâìåñòèìûõ 
ñîáûòèé, îáðàçóþùèõ ïîëíóþ ãðóïïó ñîáûòèé âî âðåìÿ îïðåäåë¸ííîãî èñïûòàíèÿ. Òàêîå 
îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè íàçûâàåòñÿ êëàññè÷åñêèì.

Êëàññè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè èìååò îïðåäåë¸ííûå íåäîñòàòêè, à èìåííî:
1) ñ ïîìîùüþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ìîæíî âû÷èñëÿòü âåðîÿòíîñòü òîëüêî äëÿ êîíå÷íîãî 

êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé;
2) â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé îïðåäåëåíèå èñïîëüçîâàòü 

íåâîçìîæíî;
3) âû÷èñëåíèå êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé èíîãäà î÷åíü ãðîìîçäêîå;
4) âûâîä î ðàâíîâîçìîæíîñòè ýëåìåíòàðíûõ ñîáûòèé äåëàåòñÿ áåç ëîãè÷åñêèõ îáîñíîâà-

íèé.
Ïîýòîìó íàðÿäó ñ êëàññè÷åñêèì îïðåäåëåíèåì ïîëüçóþòñÿ òàêæå ñòàòèñòè÷åñêèì îïðå-

äåëåíèåì âåðîÿòíîñòè.
Ïðîâåä¸ì èñïûòàíèå — ïîäáðàñûâàíèå ìîíåòû. Âî âðåìÿ îäíîðàçîâîãî ïðîâåäåíèÿ èñ-

ïûòàíèÿ ìû íèêàêèõ çàêîíîìåðíîñòåé íå çàìåòèì. Çàêîíîìåðíîñòè íà÷èíàþò âûÿâëÿòüñÿ 
òîãäà, êîãäà ýêñïåðèìåíò âûïîëíÿþò ìíîãî ðàç â îäèíàêîâûõ óñëîâèÿõ. Â òàáëèöå ïðèâå-
äåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ñ ïîäáðàñûâàíèåì ìîíåòû, ïðîâåä¸ííûõ ðàçíûìè èññëåäî-
âàòåëÿìè.

Èññëåäîâàòåëü Æ. Áþô   
ôîí

Î. äå Ìîð-
ãàí

Ê. Ïèð-
ñîí

Â. Ôåë-
ëåð

Ó. Äæå-
âîíñ

Â. Ðîìà-
íîâñêèé

Êîëè÷åñòâî 
ïîäáðàñûâàíèé 
ìîíåòû — n

4040 4092 12 000 10 000 20 450 50 640

Êîëè÷åñòâî 
âûïàäàíèé 
ãåðáà — m

2048 2048 6019 4979 10 379 40 151

Îòíîøåíèå 
m
n

0,5069 0,5005 0,5010 0,4979 0,5068 0,4979

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî îòíîøåíèå 
m
n

,  òî åñòü îòíîøåíèå êîëè÷åñòâà âûïàäàíèé ãåðáà 

ê îáùåìó êîëè÷åñòâó áðîñêîâ ìîíåòû, êîëåáëåòñÿ îêîëî ÷èñëà 0,5. Äàííûå òàáëèöû ïîêà-
çûâàþò, êàê ïðåäâèäåíèå òîãî, ÷òî ãåðá âûïàäåò ñ âåðîÿòíîñòüþ 0,5, õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ 
ñ èññëåäîâàíèåì.
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Äàäèì ñòàòèñòè÷åñêîå îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè.
Ïóñòü n — êîëè÷åñòâî âñåõ èñïûòàíèé â îòäåëüíîé ñåðèè èñïûòàíèé, à m — êîëè÷åñòâî 

òåõ èñïûòàíèé, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ñîáûòèå A. Îòíîøåíèå 
m
n

 íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé 

÷àñòîòîé ñîáûòèÿ A â äàííîé ñåðèè èñïûòàíèé. Âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî â ðàçíûõ ñåðèÿõ èñïûòà-

íèé ñîîòâåòñòâóþùèå ÷àñòîòû 
m
n

 äëÿ áîëüøèõ n ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò, êîëåáëÿñü îêîëî 

íåêîòîðîãî ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ P(A), êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ñòàòèñòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòüþ 
ñîáûòèÿ:

P A
m
n

( ) ,�  èëè P A
m
nn

( ) lim .=
→∞

Ïîíÿòèå ñòàòèñòè÷åñêîé âåðîÿòíîñòè øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ â áèîëîãèè, ìåäèöèíå, èíæå-
íåðíîì äåëå, ýêîíîìèêå è äðóãèõ íàóêàõ.

Ïðèìåð. Êîëè÷åñòâî ðûá â îçåðå íåèçâåñòíî. Èç îçåðà ïîéìàëè n ðûá è ïîìåòèëè èõ, 
à çàòåì âûïóñòèëè â îçåðî. ×åðåç íåñêîëüêî äíåé â òàêóþ æå ïîãîäó ñíîâà çàáðîñèëè íåâîä 
è â íåì îêàçàëîñü m ðûá, èç êîòîðûõ k ïîìå÷åííûõ. Óêàæèòå ïðèáëèçèòåëüíîå êîëè÷åñòâî 
ðûá â îçåðå.

Ðåøåíèå. Ïóñòü ñîáûòèå A — «ïîéìàííàÿ ðûáà ïîìå÷åíà», òîãäà P A
k
m

( ) .�  Íî åñëè 

â îçåðå x ðûá, ñðåäè êîòîðûõ n ðûá ïîìå÷åíû, òî P A
n
x

( ) .�  Èòàê, 
k
m

n
x

� ,  îòñþäà x
mn
k

� .

Îòâåò: 
mn
k

.

Закон больших чисел
Íà ïðàêòèêå íåðåäêî áûâàåò òðóäíî îïðåäåëèòü, êàêîâà âåðîÿòíîñòü êàêîãî-íèáóäü ñî-

áûòèÿ. Â òî æå âðåìÿ ìîæíî íà îñíîâàíèè èñïûòàíèé (íàáëþäåíèé) ñêàçàòü, êàêîâà ÷àñòîòà 
ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ, åñëè îäíî è òî æå èñïûòàíèå ïîâòîðÿåòñÿ ìíîãî ðàç.

Åùå ßêîá Áåðíóëëè (1655–1705), èçâåñòíûé øâåéöàðñêèé ìàòåìàòèê, çàìåòèë ñëåäó-
þùóþ èíòåðåñíóþ çàêîíîìåðíîñòü, êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå «çàêîíà áîëüøèõ ÷èñåë»: ÷åì 
áîëüøå âûïîëíÿåòñÿ îäíîòèïíûõ èñïûòàíèé, òåì áëèæå ÷àñòîòà ïîÿâëåíèÿ ñîáûòèÿ ê âå-
ðîÿòíîñòè ýòîãî ñîáûòèÿ. Òî÷íåå, òåîðåìà Áåðíóëëè óòâåðæäàåò: åñëè â ðÿäå èñïûòàíèé 
âåðîÿòíîñòü íåêîòîðîãî ñîáûòèÿ îñòàåòñÿ äëÿ êàæäîãî èñïûòàíèÿ ïîñòîÿííîé è ðàâíîé ð, òî 

ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå èñïûòàíèé ïðàêòè÷åñêè âåðîÿòíî, ÷òî ÷àñòîòà 
m
n

 ïîÿâ-

ëåíèÿ ñîáûòèÿ îòëè÷àåòñÿ îò å¸ âåðîÿòíîñòè ìåíüøå, ÷åì íà ñêîëü óãîäíî ìàëîå ÷èñëî D > 0.
Èòàê, òåîðåìà Áåðíóëëè ìàòåìàòè÷åñêè ïîäòâåðæäàåò íàøó èíòóèòèâíóþ óáåæäåííîñòü 

â òîì, ÷òî ïðè áîëüøîì êîëè÷åñòâå èñïûòàíèé äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðèáëèæåííîå ðàâåí-

ñòâî 
m
n

p� .

Â ñëó÷àÿõ, êîãäà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ íåèçâåñòíà, çàêîí áîëüøèõ ÷èñåë ïîçâîëÿåò ïðè-
íÿòü çà âåðîÿòíîñòü ñîáûòèÿ åãî ÷àñòîòó, âû÷èñëåííóþ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå 
èñïûòàíèé.

Ïðèìåð. Ðàññìàòðèâàÿ äàííûå î ðîæäåíèè äåòåé, ìîæíî ñäåëàòü âûâîä: ÷àñòîòà ðîæäå-
íèÿ ìàëü÷èêîâ ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì êîëè÷åñòâå íàáëþäåíèé çà ðîæäàåìîñòüþ áëèçêà 
ê ÷èñëó 0,511, ïîýòîìó ýòî ÷èñëî è ïðèíèìàåòñÿ çà âåðîÿòíîñòü ðîæäåíèÿ ìàëü÷èêà. Çíàíèå 
ýòîé âåðîÿòíîñòè ïîçâîëÿåò äåëàòü äåìîãðàôè÷åñêèå ïðîãíîçû.
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Решение задач
Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ íà íàõîæäåíèå âåðîÿòíîñòåé îäíîãî ñîáûòèÿ èç óñëîâèÿ, ÷òî äðóãîå 

ïðîèçîøëî, èñïîëüçóþò îïðåäåë¸ííûé àëãîðèòì.
1. Îáîçíà÷èòü âñå ñîáûòèÿ, î êîòîðûõ èä¸ò ðå÷ü â çàäà÷å.
2. Âûÿñíèòü è çàïèñàòü ñèìâîëàìè òî, ÷òî èçâåñòíî ïî óñëîâèþ çàäà÷è, è òî, ÷òî íåîá-

õîäèìî íàéòè.
3. Âûðàçèòü ñîáûòèå, âåðîÿòíîñòü êîòîðîãî íåîáõîäèìî íàéòè, ÷åðåç ñîáûòèÿ, âåðîÿòíî-

ñòè êîòîðûõ èçâåñòíû èëè èõ ëåãêî ìîæíî íàéòè.
4. Âû÷èñëèòü èñêîìóþ âåðîÿòíîñòü, èñïîëüçóÿ èçó÷åííûå òåîðåìû, îïðåäåëåíèÿ.
Ïðèìåð. Â øêàòóëêå ëåæàò 6 øàðîâ, 3 èç êîòîðûõ — êðàñíûå. Íàóãàä âçÿòû 2 øàðà. 

Êàêîâà âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî îáà øàðà — êðàñíûå?

Ðåøåíèå.
1-é ñïîñîá. Ïóñòü ñîáûòèå A — «âçÿòûå äâà øàðà — êðàñíûå»; n — êîëè÷åñòâî âîçìîæ-

íîñòåé âûáîðà äâóõ øàðîâ èç øåñòè, n C� 6
2;  m — êîëè÷åñòâî âîçìîæíîñòåé âûáîðà äâóõ 

êðàñíûõ øàðîâ èç òð¸õ, m C� 3
2,  òîãäà

P A
m
n

C

C
( ) .= = = ⋅

⋅
⋅ ⋅
⋅
=3

2

6
3

3 2

1 2

1 2

6 5

1

5

Îòâåò: 
1

5
.

2-é ñïîñîá. Ïóñòü ñîáûòèå A — «ïåðâûé âçÿòûé øàð — êðàñíûé», P A( ) ;� �
3

6

1

2
 ñîáûòèå 

B — «âòîðîé âçÿòûé øàð — êðàñíûé», P B( ) ;�
2

5
 ñîáûòèå C — «îáà âçÿòûõ øàðà — êðàñ-

íûå», òîãäà C � A � B.

P C P A P B( ) ( ) ( ) .= ⋅ = ⋅ =
1

2

2

5

1

5

Îòâåò: 
1

5
.
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КОНТРОЛЬ ЗНАНИЙ

� Заполните схемы:

P(A + B) =

P(AB) =

Ñîáûòèÿ A è B — ñîâìåñòèìû

Ñîáûòèÿ A è B — çàâèñèìû

P(A + B) =

P(AB) =

Äà

Äà

Íåò

Íåò

Ответы на тестовые задания к неделе 36
1 — 0,1. 2 — 30. 3 — 0,97. 4 — 0,3. 5 — 0,7. 6 — 0,396. 7 — 0,504.
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ТЕСТОВЫЕ ЗАДАНИЯ К РАЗДЕЛУ «ЭЛЕМЕНТЫ 
КОМБИНАТОРИКИ, СТАТИСТИКИ И ТЕОРИИ ВЕРОЯТНОСТЕЙ»

1. Âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ â öåëü ïåðâûì ñòðåëêîì ïðè îäíîì âûñòðåëå ðàâíà 0,8, à âòî-
ðûì — 0,6. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî òîëüêî îäèí èç ñòðåëêîâ ïîïàä¸ò â öåëü.

2. Èçäåëèÿ ñîäåðæàò 5 % áðàêà. Íàéäèòå âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ñðåäè ïÿòè èçäåëèé áóäóò 
äâà áðàêîâàííûõ. Ðåçóëüòàò çàïèøèòå ñ òî÷íîñòüþ äî òûñÿ÷íûõ.

3. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî ïðè îäíîì âûñòðåëå ñòðåëîê ïîïàä¸ò â öåëü, ðàâíà 0,4. Ñêîëüêî 
âûñòðåëîâ äîëæåí ñäåëàòü ñòðåëîê, ÷òîáû ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 0,9 îí ïîïàë â öåëü 
õîòÿ áû îäèí ðàç?
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ТРЕНИРОВОЧНЫЙ ТЕСТ № 2

Часть 1

Ответом к заданиям 1—12 является целое число или конечная десятичная 
дробь. Запишите число в поле ответа, затем перенесите его в бланк ответов 
№ 1 справа от номера соответствующего задания, начиная с первой клеточ-
ки. Каждую цифру, знак «минус» и запятую пишите в отдельной клеточке 
в соответствии с приведёнными в бланке образцами. Единицы измерения 
писать не нужно.

1. Ñòîèìîñòü îäíîé èç àêöèé íà áèðæå ïîäíèìàëàñü â ïîíåäåëü-
íèê è âî âòîðíèê íà 20 % â äåíü, à â ñðåäó óïàëà íà 50 %. 
Íàéäèòå ñòîèìîñòü àêöèè (â ó. å.) â ñðåäó âå÷åðîì, åñëè â ïîíå-
äåëüíèê óòðîì îíà ñòîèëà 150 ó. å.

2. Íà ðèñóíêå æèðíûìè òî÷-
êàìè ïîêàçàíî êîëè÷åñòâî 
ìåøêîâ ñ öåìåíòîì ðàç-
ëè÷íîãî âåñà, êóïëåííûõ 
â ñòðîèòåëüíîì ñóïåðìàð-
êåòå â òå÷åíèå äíÿ.
Ïî ãîðèçîíòàëè óêàçûâà-
åòñÿ âåñ ìåøêà â êã, à ïî 
âåðòèêàëè — êîëè÷åñòâî 
êóïëåííûõ ìåøêîâ äàí-
íîãî âåñà. Îïðåäåëèòå, ìå-
øîê ñ öåìåíòîì êàêîãî âåñà 
(â êã) ïîëüçîâàëñÿ â òå÷åíèå 
äíÿ íàèáîëüøèì ñïðîñîì.

3. Íàéäèòå ïëîùàäü ÷åòûð¸õóãîëüíèêà, 
âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò êîîðäèíàòû 
(0;0), (0;3), (8;8), (3;0) (ñì. ðèñ.).

 
 

4. Âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàñêåòáîëèñò ïîïàä¸ò ìÿ÷îì â êîðçèíó 

ðîâíî äâà ðàçà èç òð¸õ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå P x x x( ) ( ),= −3 12
 

ãäå õ — âåðîÿòíîñòü ïîïàäàíèÿ ìÿ÷îì â êîðçèíó ïðè îäíîé ïî-
ïûòêå. Âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî áàñêåòáîëèñò, òðèæäû 
áðîñàÿ ìÿ÷, ïîïàä¸ò â êîðçèíó ðîâíî äâà ðàçà, åñëè x � 0,8.
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5. Íàéäèòå êîðåíü óðàâíåíèÿ 6 2 24+ =x .

6. Âûñîòà ðàâíîáåäðåííîé òðàïåöèè ðàâíà 8, à å¸ îñíîâàíèÿ — 3 
è 13. Íàéäèòå òàíãåíñ îñòðîãî óãëà òðàïåöèè.

7. Íà ðèñóíêå èçîáðàæ¸í ãðàôèê ôóíê-

öèè y x x ax= − + +3 22 6  è êàñàòåëü-
íàÿ ê ýòîìó ãðàôèêó, ïðîâåä¸ííàÿ 
â òî÷êå A(0; 6). Íàéäèòå çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà à, åñëè êàñàòåëüíàÿ ïåðåñåêà-
åò îñü àáñöèññ â òî÷êå B(1,2; 0).

8. Ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà ÀÂÑ ðàâíà 
20. Òî÷êè D, E, F, G, K — ñåðåäèíû 
îòðåçêîâ ÀE, AÂ, EB, BÑ, DC ñîîò-
âåòñòâåííî (ñì. ðèñ.). Íàéäèòå ñóì-
ìó ïëîùàäåé òðåóãîëüíèêîâ AKC 
è EFG.

Часть 2

9. Íàéäèòå çíà÷åíèå âûðàæåíèÿ 
log

log
.3

3

144

12

10. Áðèãàäà âûïîëíÿåò ðàáîòó â ñðîê. Åñëè â áðèãàäó ïðèäóò åù¸ 
12 ÷åëîâåê, òî ðàáîòà áóäåò âûïîëíåíà íà 3 äíÿ ðàíüøå ñðîêà, 
à åñëè óéäóò 4 ðàáî÷èõ, òî íà 5 äíåé ïîçæå ñðîêà. Ñêîëüêî ÷å-
ëîâåê â áðèãàäå?

11. Äâà êîíäèòåðà âûïåêàþò çà 2 ÷àñà 27 òîðòîâ, ðàáîòàÿ âìåñòå. 
Ñêîëüêî òîðòîâ ïðèãîòîâèò ïåðâûé êîíäèòåð çà 1 ÷àñ, åñëè ïðî-
èçâîäèòåëüíîñòü åãî òðóäà  â 2 ðàçà ïðåâûøàåò ïðîèçâîäèòåëü-
íîñòü òðóäà âòîðîãî êîíäèòåðà?

12. Íàéäèòå íàèìåíüøåå çíà÷åíèå ôóíêöèè y x x= − −4 28 20.

Для записи решений и ответов на задания 13—19 используйте бланк от-
ветов № 2. Запишите сначала номер выполняемого задания (13, 14 и  т.  д.), 
а затем полное обоснованное решение и ответ.

13. Ðåøèòå íåðàâåíñòâî log ( ) .
log , ( )

2

2 0 25 3

9 2
1

2
− ⎛

⎝⎜
⎞
⎠⎟

−
x

x

�

0

y

x

A

B

A

B

C

D

E

F

G

K
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14. Â ïðàâèëüíîé ÷åòûð¸õóãîëüíîé ïèðàìèäå SABCD âûñîòà ðàâíà 
18, à ñòîðîíà îñíîâàíèÿ ðàâíà 16. ×åðåç ñòîðîíó îñíîâàíèÿ AB 
è ñåðåäèíó áîêîâîãî ðåáðà SD ïðîâåäåíî ñå÷åíèå. Íàéäèòå ðàñ-
ñòîÿíèå îò âåðøèíû ïèðàìèäû S äî ïëîñêîñòè ñå÷åíèÿ.

15. Ðåøèòå óðàâíåíèå tg ctg ctg .x x2 2 1 15
4

−( ) ⋅ = +⎛
⎝⎜

⎞
⎠⎟

π
π

16. Â òðåóãîëüíèêå ÀÂÑ òî÷êà Ì ëåæèò íà ñòîðîíå ÀÂ, òî÷êà 
N — íà ñòîðîíå ÀÑ. ×åòûð¸õóãîëüíèê MBCN âïèñàí â îêðóæ-

íîñòü ðàäèóñà 3.  Íàéäèòå äëèíó îòðåçêà ÀÌ, åñëè BC � 3, 
AM : MB � 2 : 1, �BAC � 30�.

17. Öåíà ïåðâîãî òîâàðà ïîâûñèëàñü íà 30 %, à ïîòîì åù¸ íà 5 %. 
Öåíà âòîðîãî òîâàðà ïîâûñèëàñü íà 25 %. Ïîñëå ïîâûøåíèÿ 
öåíû òîâàðîâ ñðàâíÿëèñü. Íàéäèòå, íà ñêîëüêî ïðîöåíòîâ ïåð-
âîíà÷àëüíàÿ öåíà ïåðâîãî òîâàðà ìåíüøå ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû 
âòîðîãî òîâàðà.

18. Ïðè êàêèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà à ñèñòåìà óðàâíåíèé 

1 9 4 4

1 9 4 1

2 2 2 2

2 2 2

− − + = + +

− − − = −

⎧
⎨
⎪

⎩⎪

x y x a a

x y y a

,
 èìååò äâà ðåøåíèÿ?

19. Íàéäèòå âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà M, äëÿ êîòîðûõ äâà èç òð¸õ 
ïðèâåä¸ííûõ óòâåðæäåíèé èñòèííû, à îäíî — ëîæíîå.
1. ×èñëî Ì + 41 — êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
2. ×èñëî Ì – 51 äåëèòñÿ íà 10 áåç îñòàòêà.
3. ×èñëî Ì – 48 — êâàäðàò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.
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Ответы к тренировочному тесту № 2

¹ çàäàíèÿ Îòâåò ¹ çàäàíèÿ Îòâåò

1 108 7 –5

2 50 8 5

3 24 9 4

4 0,384 10 8

5 81 11 9

6 1,6 12 –36

13. Îòâåò: x ∈⎡⎣ )0 3; .

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 2

Âåðíî èñïîëüçîâàíî îñíîâíîå ëîãàðèôìè÷åñêîå òîæäåñòâî, íî 
äîïóùåíû îøèáêè ïðè ðåøåíèè íåðàâåíñòâà. 

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

14. Îòâåò: 9,6.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 2

Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ïðàâèëüíûé, íî ïîëó÷åí íåâåð-
íûé îòâåò èëè ðåøåíèå íå çàêîí÷åíî.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

15. Îòâåò: x k k N= ± + ∈ ∪1 2 0π , { }.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 2

Äîïóùåíà åäèíè÷íàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà, âîçìîæíî, ïðè-
âåäøàÿ ê íåâåðíîìó îòâåòó, íî ïðè ýòîì èìååòñÿ âåðíàÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü âñåõ øàãîâ ðåøåíèÿ

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0
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16. Îòâåò: AM � 2 3.  

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 3
Âåðíî ðàññìîòðåí òðåóãîëüíèê, ê êîòîðîìó ïðèìåíåíà òåîðåìà 
êîñèíóñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ äëèíû îòðåçêà ÀÌ, íî äîïóùåíû 
îøèáêè ïðè ðåøåíèè óðàâíåíèÿ.

2

Âåðíî ðàññìîòðåí òðåóãîëüíèê, ê êîòîðîìó ïðèìåíåíà òåîðåìà 
ñèíóñîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ åãî óãëà.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

17. Îòâåò: 9,2. 

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 3

Ïîëó÷åíî âåðíîå âûðàæåíèå äëÿ ïåðâîíà÷àëüíîé öåíû, íî 
äîïóùåíà âû÷èñëèòåëüíàÿ îøèáêà, ïðèâåäøàÿ ê íåâåðíîìó 
îòâåòó

2

Îòâåò ïîëó÷åí, ðåøåíèå â öåëîì âåðíîå, íî ëèáî íåäîñòàòî÷íî 
îáîñíîâàííîå, ëèáî ñîäåðæèò âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè, 
â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ îòâåò ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

18. Îòâåò: a � –2.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 4
Îòâåò ïîëó÷åí, ðåøåíèå â öåëîì âåðíîå, íî ëèáî íåäîñòàòî÷íî 
îáîñíîâàííîå, ëèáî ñîäåðæèò âû÷èñëèòåëüíûå ïîãðåøíîñòè, 
â ðåçóëüòàòå êîòîðûõ îòâåò ìîæåò áûòü íåâåðíûì.

3

Îòâåò íåâåðíûé, íî ðåøåíèå ñîäåðæèò ïåðåõîä îò èñõîäíîé 
ñèñòåìû óðàâíåíèé ê óðàâíåíèþ ñ äâóìÿ ïåðåìåííûìè è åãî 
ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèåé.

2

Âåðíî ïîëó÷åíû ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ïåðåìåííûìè õ è ó, èñ-
ïîëüçóÿ îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñòåïåííîé ôóíêöèè.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

19. Îòâåò: Ì � 1984.

Óêàçàíèÿ ê îöåíèâàíèþ Áàëëû

Îáîñíîâàííî ïîëó÷åí ïðàâèëüíûé îòâåò. 4

Ðàññìîòðåíû äâà èñòèííûõ óòâåðæäåíèÿ, ñäåëàíû ïðàâèëüíûå 
âûâîäû îòíîñèòåëüíî ÷èñëà Ì, íî íåäîñòàòî÷íî îáîñíîâàíà åãî 
åäèíñòâåííîñòü.

3
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Ðàññìîòðåíî òîëüêî îäíî èç èñòèííûõ óòâåðæäåíèé è ñäåëàíû 
ïðàâèëüíûå âûâîäû îòíîñèòåëüíî ÷èñëà Ì.

2

Îáîñíîâàííî è âåðíî âûäåëåíû èñòèííûå äâà èç òð¸õ ïðèâåä¸í-
íûõ óòâåðæäåíèé, íî íå ñäåëàíî íèêàêèõ äàëüíåéøèõ âûâîäîâ.

1

Ðåøåíèå íå ñîîòâåòñòâóåò íè îäíîìó èç êðèòåðèåâ, ïåðå÷èñëåí-
íûõ âûøå.

0

ОТВЕТЫ К ТЕСТОВЫМ ЗАДАНИЯМ

Тестовые задания к разделу «Алгебра»

1 9 5 4

2
96

1 96 x
6 a � –26, b � –24

3 28 7 –2

4 9,2 8
3

2 3 2 3

+
− + −

b
a ab b( )

Тестовые задания к разделу «Уравнения и неравенства»

1 1

2 �k, k � Z

3 2

4

Ïðè a � 0 

x
a

a
n n= ± − + + + ∈1

2

1 16 1

4

2

arccos , ;π Ζ

Ïðè a � 0 x
n

n= + ∈π π
4 2

, Ζ

5
π π π
2

2+ ∈ ∈n n m m, ; ,Ζ Ζ

6
Ïðè a " ( ; ]0 5  x

a a

a
= + +4 2

2

2 25
;

Ïðè a # ( ; ]0 5  êîðíåé íåò
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Тестовые задания к разделу  
«Функции» и «Начала математического анализа»

1 Ylog0,56; –2Z

2 ÷¸òíàÿ

3 [1; 3]

4 30

5 0

6 (1; 1)

Тестовые задания к разделу «Геометрия»

1 3

2 8

3
7 17

24

2a

4
25

36

S

5
ab 2

4

6
10

7

Тестовые задания к разделу  
«Элементы комбинаторики, статистики и теории вероятностей»

1 0,44

2 0,021

3 íå ìåíåå 5
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